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5.1. Liczby, zbiory 


i wartość bezwzględna 


Zbiór liczb rzeczywistych oznaczamy literą R. 

Liczby naturalne to liczby: 0, 1,2,3,... Zbiór liczb naturalnych oznaczamy 
literą N. 

Liczby całkowite to liczby naturalne dodatnie: 1, 2,3,4,..., liczby do nich 
przeciwne: —1, —2, —3, —4,... oraz liczba 0. Zbiór liczb całkowitych ozna- 
czamy literą Z. 

Liczby wymierne to liczby, które można zapisać w postaci —, gdzie m,n € Z 
oraz n Æ 0. Zbiór liczb wymiernych oznaczamy literą Q. 

Liczby niewymierne to liczby rzeczywiste, które nie są wymierne. Zbiór 
liczb niewymiernych oznaczamy jako R | Q. 


Potęga o wykładniku całkowitym Potęga o wykładniku wymiernym 
a =1 dlaaź40 a" = Ya dlaa>0,nEN,n>l 
a'=1 daa#0 a" =(YV/a)" dlaa>0,n€N, 
a” = 4 daa#0,neN n>lmeZ 


Działania na potęgach 


Dla dowolnych liczb a,b > 0ix,y €R: 


c Sy 
a? a! = ay zjy — „zy a z (+) 
r. (a ) a bz b 
= GE a” « b” = (ab) 
a: 


Działania na pierwiastkach 


Va-b= Ya- Vb dlaa,beR 
Va-b= ya: vb dla a,b > 0 


a/a _ Va 


4 dla a>0,b>0 2 NOWORE 205 3 
Wzory skróconego mnożenia 
(a + b)? = a” + 2ab +b? a? — b = (a — b)(a + b) 
(a — b)? = a? — 2ab + b? 
(a + b)? = a? + 3a*b + 3ab* + b? a? +b? = (a + b)(a” — ab + b”) 
(a — b)? = a? — 3a*b + 3ab* — b? aż — b? = (a — b)(a? + ab + b”) 


Zestaw | - wprowadzający Odpowiedzi do zadań 


IZ ADERSZWCE 


1. Przedstaw liczbę w postaci a”, gdzie m € R d) SĘ e) (92)? f) (Y3)7 
a) 0,1253. 3272 c) 0,47 -2,574 : (2) e) V2- Y2: V8 2 5644.55 _ 55-(5+4) _ 3 
M : 2 - A) gga 55.(2:5=4) P 
LŚ. 213,25 5. (4). (4)7 3. 4/9272 125 — KE 
b) (5) : 81 d) 0,64" : (3) (3) f) 93- V27 b) a> = fe =% 
2. Oblicz. Wynik przedstaw w postaci ułamka nieskracalnego. c) T =4 
=ł 
56 4 20.54 1,75 +0,5- (2) d) 45 — 10 
) 2.56 — 100-53 d) Eeng ) yo r 
3 ID 
b) 6-42 — 8.43 ) 22 I + 0,6- (0,9) 1 I 
2.82 — 5.26 3 21 — 1,75 100 — 
G) 7 (4-11) D$- 
) 2G) +38  —63) oa" 3.) 33-10 b) 5-107 
c WENGE PWRC OE TEOSESH (YU A fon ||| = dz ALAN" 
-1.[(3) - (5) | 2-2.(10+27.(4) ) c) 5-107 d) 3-10? 
e) 1,8-10? f) 7.10? 


3. Oblicz. Wynik przedstaw w notacji wykładniczej. 
4. a) 3Y3 + V3 — 15Y3 = 0, 


a) (6-10) -(5,5-107) c) 0,0000125-0,00004 e) (0,81 -0,0004)?* SE 
b) (4-105) : (8-1076) d) 0,0000027 : 0,00009 f) (245: 0,0005) b) V48 + V12 = 
; NZS > = 44/3 + 2V3 = 6V3 = 
4. Sprawdź, czy podana równość jest prawdziwa. — /108 ź V50, nie 
a) V27 +3v48 — 3V75 = 0 d) (7v12 — v48) : V75 = 150 c) 98+2Y3—-3Y3=0, tak 
b) v48 + v12 = v50 e) (v24 — v150 + v54) : v12 =0 d) 5/12: VT = 150, tak 
c) V3+V24+4/-81=0 f) 4/-85: +/-57 = 14 e) (2v6 — 5V6 + 3v6) : 
: 2V3 = 0, tak 
5. Oblicz. ae 
2 f) JE: w == k 
a) (3V2 — 4)(3Y2 + 4) d) (1 — 2v2)? (9 + 4V2) Prr 
„a == 
b) (3 + 2v5)(3 3 — 2V5) e) (3+v7)? — (3- v7)? c) (7 + 44/3)? (i =/8) = 1 
c) (2+ v3)7(7 — 4v3) f) (2V2 = v3)? + (2V3 + v2)? d) (1 — 2V2)? (9 + 4V2) = 49 
= : 5 ; : e) (3 + V7}? — (3 —- V7}? = 
6. Usuń niewymierność z mianownika. Ś0% 
a) 2 b) VT c) v6 d) 5-3 D O2- yI + 
v5 -2 3+ v7 v3- v2 1+v3 +(2V3 + v2)? = 25 
7. Oblicz wartość wyrażenia dla 1 = 2 — v5 i y=1+3y5. Wynik zapisz 6 a) 20534 BE 
w postaci a + by5, gdzie a,b € Q. c) 3V2+24Y3 d) 3v3 —4 
2y—«c 
a) 3z +y b) z:y c) yix d) 2 7.a) 7 b) —-13+5y5 
r" =W=" 
8. Sprawdź, czy poniższa równość jest prawdziwa. d) 15 = L = 
= y 12 — 3y12 b) v2 — v3 = V5 — 2v6 =-74+ 18 


8. a) 3—v3> 0 oraz 12 — 3V12 > 0 
p 
(3— v3)? = (V12-3v12) 
12—34V12 =12— 3412 


L =P. Zatem równość jest prawdziwa. 


b) V2- v3 < 0, V5 — 2V6 > 0 


Zatem równość nie jest prawdziwa. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


> 5) YŻEĘ1=20=40)= 
=4/2-3 
b) (2vV3-v11)(2V3+v11) = 
=ï 
c) 1l-y3|=V3-1 
d) |8—3YV7| = 8 — 3V7 
a) z = —3 
b)zr=-—4,z= 
0) G=l, c= 
d)xr=-21=4 
a) |£ +2v3 — 2V3 + 3| =1 


x+3= 1 lub z+3= -1 
x = —?2 lub r = —4 


b)|V5-2+2-z|=0 


a) z € (1;9) 

b) z € (—9; 1) 

c) z € (—00; 1) U (5; c0) 
d) z € (—00; —5) U (1; oo) 
e) z € (2; 10) 

f) z € (—00; —1) U (5; oo) 
airi i ; 5 =A 


-100% = ł - 100% = 75% 
3 


1 


zt 
= 2007, 25 
U missio u 
Z . 100% = ł - 5 - 100% = 


0,21a = 0,12b, a,b > 0 

b = Ha = 1,75a 

Liczba b jest większa od 
liczby a o 75%. 

a) 14,167, z nadmiarem 

b) 10,625, wartość dokładna 
c) 1,879, z nadmiarem 

d) 0,099, z niedomiarem 
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10. 


11. 


12. 


13. 


16. 


Oblicz. 
2 a dlaa>0 
a) 2V2 + 1| - 2|v2 — 2| c) YL-V3)Ż  jaj= 
—a dla a<0 
b) |V11 —2v3|-(V11+2vV3) d) y (8=-3V7? Va? = la| dlaa ER 
z Jeśli a > 0, to |z| = a wtedy i tylko wtedy, gdy z = —a lub 1 = a. 
a Jeśli a > 0, to |z| < a wtedy i tylko wtedy, gdy x € (—a; a). 
a Jeśli a > 0, to |z| > a wtedy i tylko wtedy, gdy xz € (—00; —a) U (a; oo). 
Rozwiąż równanie. 
a) |5+3|=0 b) |:+1|=3 c) 22-a|=4 d)31-z|=9 
Rozwiąż równanie. 
a) |z +2V3 — |3 — 2y3||=1 b) |Y(2-v87+2-2|=0 
Rozwiąż nierówność. 
a) |5-5| < 4 c) |r-3|>2 e) |6— z| <4 
b) |: +4|<5 d) |r+2|>3 f) |2-2|>8 
Oblicz, jaki procent liczby x stanowi liczba y. 
—_f2a BY, /1 3 _ v3- V9 
)s=(7-5):(176) = 
1 -3 4 
— 3-1 1 814 — {2 „(| VA 
b)r=3".53. 75, y= (3) (7) 
Wiadomo, że 21% dodatniej liczby a jest równe 12% liczby b. Która z tych 


liczb jest większa i o ile procent? 


miejsca po przecinku. Czy jest to przybliżenie z nadmiarem, czy z niedo- 


miarem? 
85 85 62 11 
I b) g c) 33 d) qr 


miejsc po przecinku. Wiedząc o tym, wyznacz przybliżenie liczby: 
a) 10% z dokładnością do czterech miejsc po przecinku, 
b) 107 z dokładnością do dwóch miejsc po przecinku, 


c) 1071 z dokładnością do pięciu miejsc po przecinku. 


.a) 10775 : 10 = 1,7783 
b) 10% = 107% . 10? = 1778,28 
c) 107% : 10? = 0,01778 


Podaj rozwinięcie dziesiętne ułamka zwykłego. Zaokrąglij je do trzeciego 


Liczba 17,7828 jest przybliżeniem liczby 107% z dokładnością do czterech 


Zestaw Il - ćwiczeniowy 


17. Sprawdź, czy podana liczba jest niewymierna. 17. a), gh 2, wymierna 
2 — x b) =, wymierna 
a) [8+5575-(8-8593] | e) |(WT+v3)" -(Vr-v3)"] > 
; 18. a) 1 b) 2v3 
1 JS 0. 15 £ c) 2V3 d) —2V2 
b 2 25 0,25] , p — 95 0,25 
) (Gz) * | (Gz) | e) 2V3—2 f) 2V3+2 
g) 2(V2+ v3) h) 0 
18. Oblicz wartość wyrażenia dla a = V3-%2ib=vvV3+V2. 19. a) 4a* 3v3 b) 223, 3⁄3 
b a 1 j 
a) a:b GF e) (a-b)? ŚLE 20. a) > AG b) 0 
1 1 1 1 1 21. bt b2)2 
b) atg d) z aż f) (a+b)? h) TE 2 5 o p 
V3 b) 49 


19. Uprość wyrażenie i oblicz jego wartość dla z = 4. 


a) (x + v3)? + 2z(z + 3)(a — 3) + (a — V3)* 


24. a) (2x + 1)? > 8x 
4x? +40 +1—8xz>0 


b) (z — V3)(2? + V3z + 3) + (z + V3)(a? — V3a +3) (2r-1)2>0 
s za SEP = F Nierówność jest prawdziwa 
20. Uprość wyrażenie i oblicz jego wartość dla x = v2 — 1 i y = 1 — 2v2. dla każdej liczby z € R. 
a) (v6x — y) (V6x + y) — (3x + y)? + Ba(2y + z) b) z(x + 12) > 9(2x — 1) 
b) (x + 2y)(a” — Zzy + 4y”) — (x + 2y)? + 6zy(x + 2y) c? +12x — 185 +9>0 
(z-3)7>0 
21. Oblicz af +b*, wiedząc, że: Nierówność jest prawdziwa 
a) ab = 1 oraz a? + b? = 3, b) a? +b? =9 oraza +b=1. dla larike] lezby w € 
4 2 
c) 2 2 3—0 
[D]22. Wykaż, że v21 — 12v3 jest liczbą odwrotną do r I e L3= 
z = 41230 
[D]23. Wykaż, że liczba v3 — 2V2 jest liczbą przeciwną do 1 — v2. Cee 
Nierówność jest prawdziwa 
[D]24. Wykaż, że nierówność jest prawdziwa dla każdej liczby rzeczywistej x. dla każdej liczby x € R. 
a) (21 + 1)? > 8z b) s(x + 12) > 9(2z — 1) c) — >3—a7  25.a) |c+2|= 
setl g= =6, 1 =2 
25. Rozwiąż równanie. b) |1 — 2z| = 1 
5x + 10| = 20 oeeie a|_ lal cz=0,z=1 
a) |5z | ja -b| = |a| - |b], > 6 dla b 40 la E 
b) |7 — 14z| = 7 >=, == 
c) [3x + 6| + [70 + 14| = 10 e) v9x? — 6x + 1 + [9x — 3| = 12 d) |z — 3| = 
= 2 e= 
— = — — — 2 = — — z 
d) |4x — 12| = 5 — |3 — z| f) v25 -— 10x + xr? = 8 —3|x — 5| e) 135 — 1|= 3 
= oz 
26. Zaznacz na osi liczbowej zbiór liczb, które spełniają podany warunek. J T E JE > 
a) 1< |z| < 4 b) 2< |x- 1|<7 c) 0< |r +3|<8 30-75 


22. V21 — 12Y3= (3 — 2V3} = |3 — 2Y3| =2V3—3 


I sposób 
1, 1l ç ,2⁄3+3 _ 29843 _ 2/3483 
2V3-3 2V3—3 2V3+3 12—9 3 


II sposób 
(2v3 - 329588) = 2-8 = 5 =1 


23. —v3-2V2= E WZEWEĘIERZ 


26. a) z € (—4;—1) U aś 
( 
( 


b) z € (—6; —1) U (3;8) 
c) z e (—11;5) 
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27. a) z € (—5; 1) 
b) z € (—0o; —2) U (—1; o0) 
c) 10|z— | >4+2]|z-— | 
| — | 2 5 
ze (- ROW (1; oo) 
d) 5|x + 5| — 3|z + 5| > 
> 7+|«+5| 
lc +5|> 7 
«u E€ (—0; —12) U (2; oo) 
28. a) r = -5,1 = 3 
b) z € (1;3) 
c) x= -4 
d) Dla z € (—oo; —1,5): 
o= 260 = laem = E) 
c = —1,2 ¢ (—0o; —1,5), 
sprzeczność 


Dla z € (—1,5;3): 
S 286 = lA Sw S) 
z = 0 € (—15;3) 
Dla z € (3; 00): 
3+2«0 = 12 — 3r + 9 
«u = 3,6 € (3;00) 

29. a) z E€ (—00;2) 


c) z E€ (—œ0; —1) U 
d) z € (—1,5; 1,5) 
31. x — początkowa cena towarów 
a) A: 0,8 - 0,8x = 0,64z, 
B: 0,6x; B 
D) A I2 2r SA, 
B: 1,4x; B 
c) A: 0,8: 1,2x = 0,96z, 
B: z; A 
32. 201,30 zł 
33. 2000 zł 
34. a) ggg - 100% = 24% 
b) 0,8 - 5% = 4% 
Oprocentowanie zmniejszyło 
się o 1 punkt procentowy. 
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27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


33. 


34. 


30. 


Rozwiąż nierówność. 
a) [2x + 4| <6 c) 
b) |2:+3|>1 d) 


5— 10z| > 
5x + 25] — 


4+2]|x— 3] 

[3x + 15| > 7 + |c +5| 
Rozwiąż równanie. 

a) |z| + |z +2|=8 c) 
b) |z- 3|+ |1- z| = 2 d) 


2r — 1| =z + |z +4 
3 + 2z| = 12 — 3|z — 8| 
Rozwiąż nierówność. 

a) |£ -7| > |x + 3| c) 
b) |z +5] < |x +1] d) 


x| + |z- 2| > 4 
c-1|+|x+1|<3 


Zaznacz w układzie współrzędnych zbiór punktów płaszczyzny, których 
współrzędne (x,y) spełniają równanie: 
Ok 


wy | (> r? +y? + 
y2—r2 2zcy 


Towary Ai B miały jednakową cenę. Oblicz, który z nich jest obecnie 


tańszy, jeżeli: 

a) cenę towaru A obniżano dwukrotnie, za każdym razem o 20%, a cenę 
towaru B obniżono jednokrotnie o 40%, 

b) cenę towaru A zwiększano dwukrotnie, za każdym razem o 20%, a cenę 
towaru B zwiększono jednokrotnie o 40%, 

c) cenę towaru A obniżono o 20%, a następnie zwiększono o 20%, nato- 
miast cena towaru B nie uległa zmianie. 


. Na cenę brutto pewnego towaru wynoszącą 176,55 zł składa się cena netto 


oraz T% podatku VAT od ceny netto. Oblicz, jaka będzie cena brutto tego 
towaru po podwyższeniu podatku do 22% przy niezmienionej cenie netto. 


Pewną kwotę wpłacono do banku na lokatę roczną oprocentowaną 3,5% 
w skali roku. Od odsetek dopisanych po roku bank odprowadził podatek 
w wysokości 14 zł. Jaką kwotę umieszczono na lokacie, jeżeli wiadomo, że 
podatek od odsetek wynosił 20%? 


a) Oprocentowanie lokat w pewnym banku, równe początkowo 5% w skali 
roku, wzrosło o 1,2 punktu procentowego. O ile procent wzrosło to opro- 
centowanie? 

b) Oprocentowanie lokat w pewnym banku, równe początkowo 5% w skali 
roku, zmniejszyło się o 20%. O ile punktów procentowych zmniejszyło się 
to oprocentowanie? 


yśuzyś z c40,y40 
zy . (u? +z? +2rzy\| _ 
(y-x)(y +72) 2zy 
cy 3 (z+y)? | _ 2 
(y-2)(y+ z) 2zy 


y+z = 
2(y- z) =2 
GEE yte — 
Jaj ~ 2 b yg =? 

y +x = 4y — 4a lub y + z = —4y + 4r 


y = łx lub y = Žr 


Rozwiązaniem jest suma dwóch prostych 
bez punktu (0,0). 


Zestaw III - podsumowujący 35. a) © € (—4; —3) U(—1;4) 
na EM. E pe : b) z € (—3;0) U (4; 9) 
35. Rozwiąż układ nierówności. Rozwiązanie zaznacz na osi liczbowej. c) © € (=63 0) U (8;00) 
|z| <4 |z —3| <6 |r+1| >4 36. a)1=—7,z=-1,z=l1, 
AS O e=2le2 SET mi 
7 bc"=0-% 
36. Rozwiąż równanie. BLIER=GG=T 
a) |z| -4|=3 b) [1 — |x|| = 6 c) |l2x—4|-3]=7 
b) z E€ (—00; —4) U (4; oo) 
37. Rozwiąż nierówność. OIGEIĘZB) 
a) |4|z| — 2] <6 b) |z|- 1| >3 c) ||1—2z|-1|<4 38. a) V6- 4v2 + V6 +4V2 = 
[D]38. Uzasadnij, że: = Ca 2y 
) V6 -4V2 + V6+4V2=4, b) V7+2V10 + v7- 2v/10 = 2v5. ne 
[D]39. Uzasadnij, że liczba A jest wymierna. = |2- v2|+|2+v2|=4 
2-—vV3  2+v3 TRAS 
b) VT+2y10+ 
VT = AVO = 
Dla n > 2 różnica n-tych potęg dowolnych liczb rzeczywistych a i b wyraża E 
się wzorem: z V(v5+ v2) + 
a” — b” = (a — b) (at +a”*:b+a">*-b*+...+a*-b"*+a-b"*+b""') 7e v2) = 
=| v5 + v2] + |v5 - v2| = 
[D]40. Udowodnij powyższy wzór dla: a) n = 4, b)n = 6. 5 
v3 MB 
[D]41. Udowodnij, że dla dowolnych liczb a i b € R prawdziwa jest nierówność. 39. za 3 me w 
V8(2+ v3)-v3(2-v3 
a) a? +b? > 2(a—b-1) b) aż +b? > 4(a+b-2) c) aż +ab+b?>0 Z EJ R 
[D]42. Udowodnij, że jeżeli dla dowolnych liczb dodatnich a i b prawdziwa jest = $ = 6 - liczba wymierna 
? 24 a b (a+b)? (aai 40. a) af — b° = 
równość >77 1 to -2 + = 8. i; ae 
[D]43. Udowodnij, że jeżeli >” dowolnych liczb dodatnich a i b prawdziwa jest = (a — b)(a + b) (a? + b”) = 
A nz? 2 Ep3 
równość = + g , toa =b. = (e-Bie Fa bora 00 
2a 26 Z 41. a) a? +b? — 2a + 2b + 2 = 
[D] 44. Udowodnij, że suma dwóch kolejnych potęg liczby 2 o wykładnikach cał- = (0= M” 0 20 
kowitych dodatnich jest podzielna przez 6, a suma trzech kolejnych potęg dla a,bER 
jest podzielna przez 14. BÓR «-%18= 
[D]45. a) Udowodnij, że suma kwadratów dwóch dowolnych liczb nieparzystych = (a-27+6-2)7 20 
dla a, b ER 


jest liczbą parzystą. 
c) a? +ab +b? = (a + 0 + 


b) Udowodnij, że różnica kwadratów dwóch kolejnych liczb naturalnych 
+30 > O dlaa,bER 


jest liczbą nieparzystą. 


42. z a< a +a =b +b © (a—b)(a+b+1)=0 
a, b — dodatnie, więc a = b 


oe DS - ToN 


AR z5 szt = a e b(a +b) + a(a +b) = 4ab & (a—b)”=0$a=b 
44. nE Z4, 2” = 2” (1 + 2) = 2” -3 jest podzielna przez 2 i przez 3, 
więc jest podzielna przez 6. 
BP LATE" L = F a A e a oaa 2 1 o 0. 
więc jest podzielna przez 14. 
45. a) Dla ki, ka € Z: (2k + 1)? + (2k2 + 1)? Aki + 4kż + Aku + Aka +2= 
= 2(2ki + 2k2 + 2k1 + 2ka + 1) — liczba parzysta 
b) n, n + 1 — kolejne liczby naturalne, (n + 1)? — n? = 2n + 1 — liczba nieparzysta 
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46. a) n, n+ 1, n + 2 — kolejne 
liczby naturalne 
(n+n+1+n+2)= 
= (3n +3) =9(n + 1)? 
liczba podzielna przez 9 

47. a) Niech a będzie liczbą natu- 
ralną taką, że 0 < a 49. 
111111 :a jest podzielna 
przez 3, bo suma cyfr: 
6a jest podzielna przez 3. 


48. a) z = 10a + b dla pewnych 
cyfr a, b 
Wówczas y = 10b + a. 
c+y=10a+b+ 10b+a= 
= Ia + 11b = 11(a +b) 


liczba podzielna przez 11 


49. Niech n będzie dowolną liczbą 
naturalną. Wówczas: 
n* mn 2) = 


= (n — (n — 2)*). 

dm (n=27)= 

= (4n — 4) (2n? — 4n + 4) = 
Ien (o = 2052) 


jest liczbą podzielną przez 8. 


50. 2k+1, 2k+3, 2k+-5 — kolejne 
liczby nieparzyste (k € Z) 
(ŻkED CFS) A 

(2k-F5)7-F1 = 4k + 4k4 
14+4k 4 l2k-+944k"4 

20k +25+ 1 = 12k* +36k1 
36 = 12(k* + 3k +3) 


liczba podzielna przez 12 
51. Niech n, n+- 1, n+ 2 będą ko- 
lejnymi liczbami naturalnymi. 


Wówczas: 
(mmlm = 

= (+3) = Po DF = 
=o] 


52. a) Niech 2n(4n? — 1) = m. 
Liczba m jest parzysta, więc 
dzieli się przez 2. Jeśli n = 3k, 
gdzie k € N, to m jest po- 
dzielne przez 3. 


Jeśli n = 3k + 1, to: 


4n? 


1= 


NZACREREEN 
= 36k? + 24k +3 = 

= 3(12k* + 8k + 1), 

więc m jest podzielne przez 3. 
Jeśli n = 3k + 2, to: 

Mm =l=śGh<FoF 
= 36k? + 48k + 15 = 
= 3(12k* + 16k +5), 
więc m jest podzielne przez 3. 
Zatem liczba m jest podziel- 
na przez 2 i przez 3, więc jest 
podzielna przez 6. 


1= 
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46. 


53. 


54 


a) Udowodnij, że kwadrat sumy trzech kolejnych liczb naturalnych jest 
podzielny przez 9. 


b) Udowodnij, że jeśli suma dwóch liczb naturalnych jest liczbą parzystą, 
to ich różnica też jest liczbą parzystą. 


a) Udowodnij, że sześciocyfrowa liczba, w której wszystkie cyfry są jedna- 
kowe, jest podzielna przez 3. 


b) W pewnej liczbie naturalnej podzielnej przez 9 cyfra jedności jest rów- 
na a. Suma pozostałych cyfr jest podzielna przez 9. Udowodnij, że a= 0 
lub a=9. 


a) Jeśli w liczbie dwucyfrowej z zmienimy kolejność cyfr, to otrzymamy 
liczbę y. Udowodnij, że suma liczb z i y jest podzielna przez 11. 

b) Jeśli cyfry liczby trzycyfrowej x zapiszemy w odwrotnej kolejności, 
to otrzymamy liczbę y. Udowodnij, że różnica liczb z i y jest podzielna 
przez 99. 


Udowodnij, że różnica czwartych potęg dowolnej liczby naturalnej i liczby 
o 2 od niej mniejszej jest podzielna przez 8. 


Udowodnij, że suma kwadratów trzech kolejnych liczb nieparzystych po- 
większona o 1 jest podzielna przez 12. 


Udowodnij, że sześcian sumy trzech kolejnych liczb naturalnych jest po- 
dzielny przez 27. 


Udowodnij, że dla każdej liczby naturalnej n podana liczba jest podzielna 
przez 6. 


a) 2n(4n? — 1) b) n(n? — 7) c)n-n 


Udowodnij, że a + b = —2, jeżeli: 

EE TE E E EE E OE! 1 
1+V2  v2+v3  v3+v4  v4+v5 v99+ 100” 

p=! bogil 1 1 


1-v2  v2-—v3  v3-v4 AAt t 798-/106' 


a) Udowodnij, że prawdziwa jest równość: 


1 1 1 1 
33 t34 trig tT 


49-50 
b) Udowodnij, że dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 prawdziwa jest 


= 0,48 


nierówność: 1 ! 1 + 1 | | 1 $ 1 
2:4 ' 46 68 7! 2n(2n+2) ` 4 
a) = 1 | 1 | 1 | 1 | 1 = 
1+V2 | V2+v3 | V3+v4 ' vá4+v5 ` | vV99+vV100 
= V2-1 V3-v2 j j v100—v99 BE 
(V2+1)(V2-1) ` (V8+V2)(V3-v2) | *'*  (V100+v99)(v100—v99) 
ZEE 23183323 mm = VI 
b=—11, zatem a + b = —2 
a) Zauważmy, że TT =i- 
1 1 1 zli 1 1 1 1 iwa zs], 1 OE SME 
Zatem z3 +53 t- + go.50 21313 41 25 50 = 2 o = 50 = 0:48. 
b) 1 fi 1 fi fi 1 2 ( 1 fi 1 fi i 1l ) 
2.4 " 4.6 | O Zn(żn+2) TA ED W" zg W O amt) 
en Jl. Jl. Jl Jl 1 a. dl 1 
NOWA W e =) (1 1) <4 


5.2. Funkcje 


Funkcją ze zbioru X w zbiór Y nazywamy przyporządkowanie, w którym 
każdemu elementowi x € X odpowiada dokładnie jeden element y € Y. 


Wykresem funkcji f : X — Y nazywamy zbiór wszystkich takich punktów 

(x,y), że x € X oraz y = f(x). 

Zbiór X nazywamy dziedziną funkcji, a jego elementy — argumentami. 

Zbiór wartości funkcji f: X > Y to zbiór tych wszystkich y € Y, dla któ- 

rych istnieje taki argument x € X, że f(x) = y. 

Miejscem zerowym funkcji f nazywamy taki argument x, dla którego: 
f(z) =0 

Monotoniczność funkcji f: X > R, gdzie X C R 

Funkcję f: X — R nazywamy rosnącą, jeśli 

dla dowolnych argumentów xı, %2 € X speł- 

niony jest warunek: 


jeśli zı < z2, to f(x1) < f(x2) 


Funkcję f: X — R nazywamy malejącą, jeśli 
dla dowolnych argumentów %1, £2 € X speł- 
niony jest warunek: 

jeśli zı < to, to f (x1) > f(x2) 


Funkcję f: X > R nazywamy stałą, jeśli dla 
dowolnych argumentów 14,1» € X prawdzi- 
wa jest równość: 


(21) = f (z2) 
Funkcję f: X — R nazywamy niemalejącą, 


jeśli dla dowolnych argumentów %1, £2 € X 
spełniony jest warunek: 


jeśli 11 < To, to f(x) < (12) 


Funkcję f: X — R nazywamy nierosnącą, je- Y 
śli dla dowolnych argumentów £1, £2 € X 
spełniony jest warunek: O p 


jeśli zı < z2, to f(x1) > f(x2) 


Funkcję, która jest rosnąca, malejąca, nierosnąca, niemalejąca lub stała, 
nazywamy funkcją monotoniczną. 


5.2. Funkcje 201 EE 


1. a) D=(—3;3), 
f(D) = (=1;3), 
f rośnie w (— 1 


1 
jest stała w (2; 3), 
f(x) 2 0 dla 


x € (—3; —2) U (—4; 3) 
b) D = (—4; 4) \ (—1), 
TD) = (—2; 3), 


f rośnie w (—2; —1) i (0; 2), 
maleje w (—4; —2), (—1; 0) 
22, 

f(x) > 0 dla z € {—4}U (1; 4) 
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Przekształcenia wykresu funkcji 


u Wykres funkcji y = f(1—p)+-q otrzymujemy przez przesunięcie wykresu 
funkcji y = f(x) o wektor [p,q]. 


a Wykres funkcji y = — f (x) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wy- 
kresu funkcji y = f(x) względem osi OX. 


u Wykres funkcji y = f(—x) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wy- 
kresu funkcji y = f(x) względem osi OY. 


= Wykres funkcji y = |f(x)| otrzymujemy przez symetryczne odbicie 
względem osi OX tej części wykresu funkcji f, która znajduje się pod 
osią OX, pozostałą część wykresu zostawiamy bez zmian. 


u Wykres funkcji y = 
z tego, że: 

— dla z > 0 (należących do dziedziny) zachodzi równość f(|z|) = 
— wykres funkcji y = f(|z|) jest symetryczny względem osi OY. 


f(lz|) otrzymujemy z wykresu funkcji f, korzystając 


HF), 


Zestaw | - wprowadzający 


1. 


Odczytaj z wykresu funkcji f: 
— jej dziedzinę, zbiór wartości oraz przedziały monotoniczności, 
— argumenty, dla których przyjmuje ona wartości nieujemne. 
a) b) 
Wyznacz dziedzinę i miejsca zerowe funkcji f. 
2-9 SE] 4 
a) f(2) = ZE o) f(2)= ZE e) f(z) = (z +5) 
2_9 211 
b) f(a) = ŻA d) f(a) = Z f) /(a) = V6-%6 
Wyznacz dziedzinę funkcji f. 
a) f(zj=vx-2:yvxr—4 c) f(x) = (2x — 6)? — (2x — 6)72 
b) f(x) = y(x — 2) (x — 4) d) f(z) = (a? — 4)? + (9— 2?)73 
.a) D = R \ {—3, 3}, brak miejsc zerowych 
b) D = R, miejsca zerowe: —3, 3 
c) D = (—1; 1) U (1; o0), brak miejsc zerowych 
d) D = (—1; 00), miejsce zerowe: 1 
e) D = (—5;00), miejsce zerowe: —5 
f) D=(-o;$), miejsce zerowe: 3 
a) D = (4;00) 
b) D = (—0o; 2) U (4; oo) 
c) D = (3;00) 
d) D = (—3; —2) U (2;3) 


4. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji 
f:(—-44) + R. Odczytaj z wykresu wartość 
największą i wartość najmniejszą funkcji f 
w przedziale: 


a) (—3;0), b) (134), c) (-4;4). 


4. A) fmin(—3) = —1, 
Jmax(—1) = 3 
b) fmin(4) = 1, fmax(1) = 3 
c) fmin(—3) = —1, 
fmax(—1) = fmax(1) = 3 

5. a) Dı = (—70), 
fı(Dı) = (0;3) 


5. Dany jest wykres funkcji f. Naszkicuj wykresy, wyznacz dziedziny i zbiory 
wartości funkcji fı(x) = f(x +4) + 1 oraz fa(x) = f(1 —4) —1. 


jA 
a) f:(—3;4) >R b) f:(—2;2) >R 


O| IX 
Də = (1;8), f2(D2) = (—2;1) 


= 


6. Na rysunku obok przedstawiono 
wykres funkcji f: (—5;8) — R. 
Jak należy go przekształcić, aby 
otrzymać wykres funkcji g? Za- 
pisz to przekształcenie za pomocą 
WZOTU. 


7. Naszkicuj wykres funkcji g, przekształcając odpowiednio wykres funkcji 
f(z) = 2la|. 
a) g(x) =2|x + 3| c) glx) = 2(|x + 1| — 1) e) g(x) = |2x — 6| +3 
b) g(x) = 2|4 — z| d) g(x) = —2|x + 2| + 1 f) g(x) = —|2x+8|—1 


7. a) g(x) = f(x + 3) b) g(x) = f(x — 4) c) g(z)= f(z +1) — 2 d) g(z) = -f(x +2) +1 
YA YA YA 
1 

OAI 2 
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8. a) f(D) = f0,1), 
wartość najmniejsza: 0, 
wartość największa: 1, 
nie jest monotoniczna 
b) f(D) = {0, l, 2,3}, 
wartość najmniejsza: 0, 
wartość największa: 3, 
nie jest monotoniczna 


9. a) D =R\ {0}, f(z)=z+1 
b) D =R\{- f(@)= 2-2 


f(z) = 0 dla z € {—2, 1}, 
f rośnie w (—00; —1), 
maleje w (—1; 4), 

jest stała w (4;0o), 

f(z) > —3 dla 


z € (—35;00) 
b) 
YA 
pi 
O| 1 


f(z) = 0 dla z € £2,4), 

f rośnie w (0; 2), 

maleje w (—1;0) i w (2;00), 
jest stała w (—00; —1), 

f(z) 2 —3 dla 

z E (—00; —1) U(1; 7) 
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Zestaw Il - ćwiczeniowy 


8. 


10. 


11. 


12. 


13. 


13. 


Naszkicuj wykres funkcji f: X — R. Podaj jej zbiór wartości oraz wartości 
najmniejszą i największą. Czy f jest funkcją monotoniczną? 
ost li 
1, gdy z jest liczbą nieparzystą 
b) X =41,2,3,4,5,6,7,8,9), f każdemu argumentowi przyporządkowuje 
jego resztę z dzielenia przez 4. 
Wyznacz dziedzinę, uprość wzór, a następnie naszkicuj wykres funkcji f. 
2+ 2—4 4z? -9 
a) f(2) = Z b) F(a) = S e) f(a) = 
Oblicz wartości funkcji f dla argumentów: —1,0, 3 3; 1, vV2,2. 
0 dla g € (—oc; 1) U (2; 0o) 
a) fle) = -2 b) f(a)= 4, 
a a”-1 dla z € (1;2) 
Naszkicuj wykres funkcji f:R — R. Z wykresu odczytaj miejsca zerowe 
funkcji f, jej przedziały monotoniczności oraz zbiór rozwiązań nierówności 
f(x) > +3. 
20 +4 dla z € (—oc; —1) 
a) f(r)=4 -z+1 dla x E(—1 4) 
—3 dla z€ (4;00) 
—3 dla z € (—00;—1) 
b) f(r)=4 x?—4 dla z e(—1 ps 
—xc+4 dla z € Ea 
Zbiorem wartości funkcji f: (—5;3) — R jest przedział (—3; 1), a miejscem 
zerowym — liczba 2. Wyznacz dziedzinę, zbiór wartości i miejsce zerowe 
funkcji g. 
a) g(x) = —f(z) b) g(z) = —f(-2) e) g(x) = f(r+1) -2 
Na rysunku przedstawiono wykres funk- 
cji f1R>R. W tym samym układzie 
współrzędnych naszkicuj wykresy funk- 
cji f i g, a następnie odczytaj, dla jakich 
argumentów funkcje f i g przyjmują te 
same wartości, oraz podaj zbiór rozwią- 
zań nierówności f(x) < g(x). 
a) g(z)=1 b) g(a) = z c) g(a) = z 
a) D = (—5;3), g(D) = (—1;3), miejsce zerowe: 2 
b) D = (—3;5), g(D) = (—1;3), miejsce zerowe: —2 
c) D = (—6; 2), g(D) = (—5; —1), brak miejsc zerowych 
a) f(x) = g(x) dla z € £—1, 1,3), 
(x) < g(x) dla x € (—1;1) U (3; oo) 
b) f(x) = g(x) dla x € (0; 2), 
f(x) < g(x) dla x € (0; oo) 


c) f(x) = g(x) dla z € {—1,0, 1}, 

f(z) < g(x) dla z € (—00; —1) U {0} U (1; o0) 
d) f(z) = g(a) dla z € {-1,1}, 

f(a) < g(a) dla z € (-1;1) 


Zestaw III - podsumowujący 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


17. 


18. 


Naszkicuj wykresy funkcji g(x) = f(—x) oraz h(x) = 3 — f(x) i na ich 


podstawie podaj rozwiązanie równania f(— z) 
a) Y b) 


oi R 


Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj wzory funkcji g(x) = f(x + 1) —4, 
h(x) = 1 — f(x — 2), k(x) = f(2 — z) — 2 i naszkicuj ich wykresy. 

a) f(e) =2r-2 b) f(e) = lel c) f(a) = -2z 

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f:R — R. Naszkicuj wykresy 
funkcji g(x) = |f (x)|, h(z) = |f (2 — z) — 1| oraz k(z) = |2 — f(z)|. 

a); Y} b) ; 


Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej przedziały monotoniczności. 


a) f(z) = |z|- 1| -2 b) f(z) = |x — 1| = 2| 


Naszkicuj wykres funkcji f i określ liczbę rozwiązań równania f(x) = m 
w zależności od parametru m. 


a) f(x) = |æ] + |x — 2| b) f(2) = |z = 2| + |x + 2| 


Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f:R — R. Naszkicuj wykresy 
funkcji g(x) = f(|z|) i h(x) = |f(|z|)|. Określ liczbę rozwiązań równania 
g(x) = m oraz równania h(x) = m w zależności od parametru m. 


b) 


a) 


19. a) dla obu równań: 
0 rozwiązań dla m € (—00; 1) U (3; o0), 
1 rozwiązanie dla m = 1, 
2 rozwiązania dla m € (1;3), 


a) maleje w (—oo; —1) i w (0;1), 

rośnie w (—1;0) i w (1; oo) 

b) maleje w (—oo; —1) i w (1;3), 

rośnie w (—1; 1) i w (3; oo) 

a) 0 rozwiązań dla m € (—00; 2), 

2 rozwiązania dla m € (2; o0), 
nieskończenie wiele rozwiązań dla m = 2 
b) 0 rozwiązań dla m € (—00;4), 

2 rozwiązania dla m € (4; 00), 
nieskończenie wiele rozwiązań dla m = 4 


nieskończenie wiele rozwiązań dla m = 3 


14. a) z E€ (—00; —3) U (3;00) 


b) brak rozwiązania 
YA 


Q 
= 
y 


h(x) = —2x +7, 

k(x) = —2x 

b) g(a) = |z + 1| — 4, 
h(x) =1-— |z- 2], 


c) g(x) = —2|z + 1| — 4, 


h(z) = 2z- 2| +1, 
k(x) = —2|x — 2| — 2 
16. a) 


b) dla równania g(z) = m: 

0 rozwiązań dla m € (3;00), 
2 rozwiązania dla 

m E (—00; —1) U {3}, 

3 rozwiązania dla m = —1, 

4 rozwiązania dla m € (—1; 3), 
dla równania h(x) = m: 

0 rozwiązań dla m € (—00;0), 
2 rozwiązania dla m € (3;00), 
4 rozwiązania dla m € {0,3}, 
6 rozwiązań dla m € (1;3), 

7 rozwiązań dla m = 1, 

8 rozwiązań dla m € (0;1) 
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1. a) (0,1), (—3,0), rosnąca 
b) (0,2), (1,0), malejąca 
c) (0, —2), (5,0), rosnąca 

2. Y 


f(D) = (—2; 0) U (2; 6), 
miejsce zerowe: 2, 
równanie f(x) = 1 nie ma 
rozwiązania 
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5.3. Funkcja liniowa 


i układy równań liniowych 


Funkcją liniową nazywamy funkcję określoną wzo- 
rem f(x) = ax +b dla z € R, gdzie a i b są stałymi. 
Wykresem funkcji liniowej jest prosta. Liczbę a 
nazywamy współczynnikiem kierunkowym prostej, 
a równanie y = ax + b — równaniem kierunkowym. 
Współczynnik kierunkowy prostej y = ax + b, 
przechodzącej przez dwa różne punkty A(z1,y1) 
i B(aa, yo), jest równy: 


y2-y1 
2-11 


Funkcja liniowa określona wzorem f(x) = ax +b jest: 

= rosnąca dla a > 0, = malejąca dla a < 0, = stała dla a = 0. 

Proste y = ax + bı i y = agx + bz są: 

= równoległe wtedy i tylko wtedy, gdy a = a», 

u prostopadłe wtedy i tylko wtedy, gdy 4 : a = —1. 

Równanie Ar + By+C = 0, gdzie A ź 0 lub B £ 0, nazywamy równaniem 
ogólnym prostej. 

Proste Ax + Bıy + C1 = 0 oraz Asx + Boy + Co = 0 są: 

u równoległe wtedy i tylko wtedy, gdy A, Bo — A,B, = 0, 

u prostopadłe wtedy i tylko wtedy, gdy A; A> + B, Bo = 0. 


Zestaw | - wprowadzający 


1. 


Wyznacz punkty przecięcia wykresu funkcji f z osiami układu współrzęd- 
nych i naszkicuj ten wykres. Określ monotoniczność funkcji f. 


a) f(z)=<x+1 b) f(x) = —21 +2 c) f(x) =4x—2 


3 
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = —2x +4 o dziedzinie (—1; 1) U (2; 3). Wy- 
znacz zbiór wartości tej funkcji i miejsca zerowe, jeśli je ma. Czy równanie 
f(z) = 1 ma rozwiązanie? 


Wyznacz wzór funkcji liniowej, której wykres jest równoległy do prostej k 
i przechodzi przez punkt P. 
a) k: y = 3x, P(—4,2) b) k: V2z—y—1=0, P(y2,—2) 


3. a) y = 3x + 14 


b) y = vV2z — 4 


10. 


Wyznacz wzór funkcji liniowej, której wykres jest prostopadły do prostej k 
i przechodzi przez punkt P. 
a) k: y= 2a, P(2,—1) 

b) k: y = —4z + 1, P(8,4) 


c) k: x — 3y — 3 = 0, P(1,—1) 

d) k: V5z—y+3=0, P(V5, —3) 
Wyznacz wzór funkcji liniowej f, która spełnia podane warunki. 

a) f(2)=0 i f(0)=4 BiG) i =s 
Rozwiąż równanie (wynik zapisz w najprostszej postaci). 
a)v2r—2=y2—1 c) VI5$z-y5=vy5x+v20 

b) V3t-2=t- V3 d) V6 z — v3 = V12 — V3 z 
Rozwiąż nierówność. 
a) SR > = c) 10(3x — 6) — 5(x — 2) < 2(4x — 8) 
b) v3(a — 1) > v12x d) (V3- 2)(V3+ z) < 4- (V3 - 2)? 


Zapisz układ równań liniowych, którego interpretację geometryczną przed- 
stawiono na rysunku. Jeśli układ ma rozwiązanie, to je podaj. 


a) b) c) 
Y YA 


O 
<y 


Rozwiąż algebraicznie i graficznie układ równań. 


) c—3y=0 —4a + 2y = 10 —0,1c + 0,2y= 1 

a e 

20—y=10 51 +3y= 15 2y=1x+1 
c+4y=5 6x — Ży = —2 x+0,5y=1 

b) E d) > f) 4 
4r+y=5 3y — 9x = 6 0,5x + 0,25y = 0,5 


Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk- 
cji liniowych f i g. Odczytaj, dla jakich argu- 
mentów: 


a) wartości funkcji f i g mają różne znaki, 


b) spełniona jest nierówność f(x) < g(x). 


e) układ sprzeczny 
YA 


1 


O| 1 X 


f) układ nieoznaczony: 
x E R, y = —2r + 2 


d) układ sprzeczny 
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10. 


a) y = -4r 
bjy=;x+2 
cjy=-3c+2 

2 AB 
djy=-$xr-2 
a) b = 4, czyli f(x) = ax +4 
f(2) =0, więc a = —2 
Zatem f(x) = —2x +4. 
NE 

—1 = 2a +b 


Zatem f(x) = żz — 6. 


. a) V2r = V2 + 1 

s=1+ 2 

b) (V3-1)t=2-v3 

fo 252, B a 
3-1 v3+1 2 

c) (V15 — v5) z = 3v5 

p=- o , Bil. sia 
Ve e 2 


d) (V6+ v3) z = 3V3 
> ZEW 


2Fl Jż=d 
.a) 2x +10 > 200 —5 
18x < 15 
T<Ę 
b)z-1> 2a 
a £ >] 
c) 25x — 50 X 8x — 16 
17% < 34 
SD 


d)3-c<4-—3+2V30— «7 
2/32 > 2 
„> 


y=-r+5 
d=2 USS 
1 
= — gf 
b) T 7 
Y=-3T" 
brak rozwiązań 


pe ań 
c) 


ke 
. a) 


W on 


y = 4x — 14 
5=5,)==2 
a) z € (—oo; —6) U (4; oo) 
b) z € (—00;2) 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


18. 


a) f(—25+1) = 
=a(-2z + 1) 4 
= —2az +a +b 

Derw v a O = he a 
Zatem f(x) = —2z — 1. 
b) f(z)=3x-5 


b = 


a) tak b) nie 


a) m = —2 

b) m = —5, m = —1 

a) m € (—2;2) 

b) m € (—oo; —6) U (6; oo) 


= (m — 2)(m — 3) <0 

m € (2;3) 
d)4-—|m+4|<0 

Im +4| > 4 

m E (—oo; —8) U (0; oo) 
Współczynnik kierunkowy 
prostej AC: 


2m-1+3 __ 
3-5 m-1 


QGAC = = 
Współczynnik kierunkowy 
2+3 


prostej AB: aag = 7-3 = —5 


1 (5) = 1, 
czyli m = —É 
b) 3x — 6y + 1 = 0, stąd 
y = 42 +4, czyli a = ł 
4, zatem m = —Ż 


a) 45° b) 60” c) 135° d) 150° 


a) (—m 


-m-1= 
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Zestaw Il - ćwiczeniowy 


11. Wyznacz wzór funkcji liniowej f, która dla każdej liczby rzeczywistej z 
spełnia warunek: 
a) f(-2x+ 1) = 4r —3, b) f(Bxz +2) = 9x +1. 
12. Sprawdź, czy punkty A, B i C należą do wykresu tej samej funkcji liniowej. 
a) A(0,2), B(5,—3), C(-2,3) b) A(3,2), B(—1,1), C(2,3) 
13. Punkty A, Bi C należą do wykresu tej samej funkcji liniowej. Oblicz 
współrzędną a. 
a) A(0, —2), B(—2,2), C(0,a) c) A(1,7), B(—6,7), C(v3,a) 
b) A(1,3), B(5,5), C(a,0) d) A(3,2), B(a,6), C(1,$) 
14. Dla jakich wartości parametru m funkcja f jest stała? 
a) f(z) = (m+2)z+7 b) f(x) = (2 — |m+3|)z +4 
15. Dla jakich wartości parametru m funkcja f jest malejąca? 
a) f(x) = (m° —4)a+7 c) f(x) = (m? —5m+6)z + 14 
b) f(x) = (6 — |m|)z — 3 d) f(x) = (4— |[m+4|)r + 4 
16. Dane są punkty A(5, —3), B(4,2) i C(3,2m — 1). Wyznacz wartości para- 
metru m, dla których: 
a) proste AB i AC są prostopadłe, 
b) prosta AC jest równoległa do prostej 3x — 6y + 1 = 0. 
17. Dla jakich wartości parametru m proste pı i pə są prostopadłe? 
a) piy=(l-m)z-4, px: y=—2r+7 
b) pı: y = mz +5, pz: y = (m-—2)r-3 
c) p: y= (m| -1)z-1, p: y= part] 
18. Oblicz miarę katay kory dana tae e e an KERE e 
prosta tworzy z osią OX. tworzy z osią OX, to a = tga. 
a) v3zx — V3y = 6 
b) 3z — vV3y = 1 
c) 2r +2y=3 
d) V2 + V6y =2 
17. a) 1- m = 4, czyli m = ¿4 cjmź1 


b)m-2=—- 


m —2m+1=0 
(m— 1)? =0, czyli m = 1 


|Im|— 1 = -(m — 1) 
Im|+m-2=0 
Przypadek, gdy m < 0: 
=jm + mM=2= 0 

—2 = 0, sprzeczność 
Przypadek, gdy m > 0: 
m+m=2=0 

m = 1, sprzeczność 


Nie ma takiego m. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


26. 


Oblicz z dokładnością do 1° miarę kąta, który prosta przechodząca przez 
punkty A i B tworzy z osią OX. 


a) A(—6, —1), B(2,3) b) A(—4,1), B(2, —8) 


Wyznacz równanie prostej przechodzącej przez punkt P i tworzącej z osią 
OX kąt a. 


a) P(—9, —2V3), a = 30° b) P(2v3, —2), a = 150° 


Określ liczbę rozwiązań równania w zależności od parametru a. 
a) c+a= 2x — 3a d) 4ax +a=2a— ax 
b) (3—a)1=4+z e) dr+l=a +ac 


c)ac-l=a-u f) afac—a—1)=1x-—2 


Dla jakich wartości parametru a rozwiązaniem równania jest liczba dodat- 
nia? 


a) 2(r+1)=3+az b) (a+ 1)x = 2z- a 


Koszt (w złotych) wypożyczenia samochodu na jeden dzień opisuje funkcja 
f(x) = 40 + 0,2x, gdzie 40 zł jest opłatą stałą, 0,2 zł — opłatą za każdy 
przejechany kilometr, a x — liczbą przejechanych kilometrów. Oblicz koszt 
wypożyczenia samochodu, zakładając, że przejechał on 500 km. 


Koszt wypożyczenia samochodu na 3 dni składa się z opłaty stałej 100 zł 
oraz opłaty 0,2 zł za każdy przejechany kilometr. Podaj wzór funkcji opi- 
sującej koszt wypożyczenia samochodu w zależności od liczby przejecha- 
nych kilometrów. Naszkicuj wykres tej funkcji. Ile maksymalnie kilome- 
trów można przejechać, aby koszt wypożyczenia samochodu na 3 dni nie 
przekroczył 300 zł? 


Inwestor za kwotę K złotych zakupił akcje dwóch firm A i B. Po roku 
zysk ze sprzedaży akcji wyniósł 7%, w tym zysk ze sprzedaży akcji firmy 
A-4%, a firmy B — 8%. Jaki procent zainwestowanej kwoty wydał inwestor 
na akcje firmy 4, a jaki — na akcje firmy B? 


Inwestor za 100 tysięcy złotych zakupił akcje dwóch firm, A i B, oraz ob- 
ligacje. Po roku zysk ze sprzedaży akcji wyniósł 5,6%, w tym ze sprzedaży 
akcji firmy A — 2%, a firmy B — 6%. Zysk ze sprzedaży obligacji wyniósł 
4,6%. Oblicz, jaką kwotę przeznaczył inwestor na akcje firmy 4, jaką — na 
akcje firmy B, a jaką — na obligacje, jeśli wiadomo, że zysk ze sprzedaży 
wszystkich papierów wartościowych wyniósł 5,4%. 


x — kwota wydana na akcje firmy A 
y — kwota wydana na akcje firmy B 


100000 — (x + y) — kwota wydana na obligacje 
1,02z + 1,06y = 1,056(x + y) 
1,056(« + y) + 1,046(100000 — z — y) = 105400 


x = 8000 

y = 72000 
Zatem wydano 8000 zł na akcje firmy A, 72000 zł na akcje firmy B 
i 20000 zł na obligacje. 
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22. 


23. 
24. 
25. 


. a) 1 rozwiązanie dla a € R 


b) 1 rozwiązanie dla a £ 2, 
brak rozwiązań dla a = 2 

c) (a+l)z=a+1 

1 rozwiązanie dla a £ —1, 
nieskończenie wiele rozwiązań 
dla a = —1 

d) 5az = a 

1 rozwiązanie dla a Æ 0, 
nieskończenie wiele rozwiązań 
dla a = 0 

e) a(a— 1)x = (a+ 1) - (a— 1) 
1 rozwiązanie dla a Æ 0 

ia All 

brak rozwiązań dla a = 0, 
nieskończenie wiele rozwiązań 
dla a = 1 

f) (a+1)(a— 1)z = 

= (a — 1)(a + 2) 

1 rozwiązanie dla a £ —1 
torai 

brak rozwiązań dla a = —1, 
nieskończenie wiele rozwiązań 
dla a = 1 


a) (2 — a)x = 1, a € (—0;2) 
b) (a — 1)x = —a, a € (0; 1) 

140 zł 

f(a) = 100 + 0,2x, 1000 km 


x — kwota wydana na akcje fir- 
my A 
y — kwota wydana na akcje fir- 
my B 


y= JK 

( 1,042 + 1,08y = 1,07K 
G=025K 

T = 0,75K 

Zatem wydano 25% kwoty na 


akcje firmy A i 75% kwoty na 
akcje firmy B. 


27. 


28. 
29. 


30. 
31. 


32. 


33. 


a) y = {£ + 3, Y=-T +3, 
(5,23) 
bjy=żu,y=—g5x+4, (2,3) 
g(a) = zz — 1, z € (—2;4) 

a) Przecinają się, 


x) > g(x) dla z >6. 
Przecinają się, 
f(x) 2 g(x) dla z > —10,2. 


a=lib=—3 
luba=-lib=3 
luba=3ib=—1 
luba==3ib=l 
alx + 2) +b+a(a 
= 2az + 2b = 6x — 8, 
czyli a = 3 i b = —4 
Zatem f(x) = 3x — 4. 


2)+b= 


a) f(x + 2) = |2x + 8| — 6, 
g(z) = f(x + 2) +4= 
= |22 + 8| — 2 


z E€ (—00; —4) 
b) g(z) = f(z— 1) = 
= [pet =C 
h(z)=-f(z+1)= 
= —|2x + 6| +6 


Y 


v=- 5 r= 
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Zestaw Ill - podsumowujący 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


36. 


34. 


35. 


Wyznacz równania prostych, w których zawierają się przekątne równoleg- 
łoboku ABCD. Podaj współrzędne punktu przecięcia tych przekątnych. 


a) A(—2, —1), B(4, —1), C(3,6) b) 4(0,0), B(6,1), C(4,6) 


Wykres funkcji g jest symetryczny do wykresu funkcji f(x) = z +1 
względem początku układu współrzędnych. Wyznacz wzór funkcji g. Na- 
szkicuj wykresy obu funkcji i odczytaj, dla jakich argumentów zachodzą 
jednocześnie nierówności f(x) < 3 i g(x) > —2. 


Zbadaj wzajemne położenie wykresów funkcji f i g. Dla jakich argumentów 
funkcja f przyjmuje wartości nie mniejsze niż funkcja g? 
a) f(z) = ża— 1, g(a) = -32 +9 


c+2 c-3 c+6 c+4 
b) fa) = E — =, g(w) = FS” -E 


Funkcje liniowe f(x) = 4x — a oraz g(x) = ax — 1 mają wspólne miejsce 
zerowe, a g jest funkcją malejącą. Oblicz a. 


Funkcje liniowe f(x) = 3x + b oraz g(x) = ax — 1 mają wspólne miejsce 
zerowe. Oblicz wszystkie całkowite wartości współczynników a i b. 


Wyznacz wzór funkcji liniowej f, jeśli wiadomo, że dla każdej liczby rze- 
czywistej x zachodzi równość f(x + 2) + f(x — 2) = 60 —8. 


Funkcja f dana jest wzorem f(x) = |21+4|—6. Z wykresów odpowiednich 
funkcji odczytaj rozwiązanie równania. 


a) f(x) — f(x +2) =4 


Dla jakich wartości parametru m równanie 4m*x — 1 = 2m + z ma do- 


b) f(r—1)+f(x+1)=0 


kładnie jedno rozwiązanie spełniające warunek |x| > z? 


. Wykres funkcji liniowej f przechodzi przez punkty A(0,3) i B(—2,1). Roz- 


wiąż nierówność: 


a) |/(3x)| < 6, b) f(lz|) > 1 +2, c) f(l2x+1|) < 13—3z. 


Funkcje f i g dane są wzorami f(x) = z + |2 — m| i g(z) = 2x + |m +1]. 
Wyznacz wartości parametru m, dla których: 
a) wykresy tych funkcji przecinają oś OY w tym samym punkcie, 


b) funkcje te mają wspólne miejsce zerowe. 


(2m—1)(2m+1)x =2m+1 36.a) |2- m| = |m + 1| da m = 4 
b) f(x) = 0 dla z = -|2 — m|, 
g(x) = 0 dla x = n 


2|2 — m| = |m + 1| dla m = 1 lub m = 5 


mż-zimźą 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


Wyznacz całkowite wartości parametru m, dla których punkt wspólny 
wykresów funkcji f(x) = —2zx + |m| — Ti g(x) = 6x — 3 leży w trzeciej 
ćwiartce układu współrzędnych. 


Rozwiąż układ równań. 


3(y-x) 2r—-y _ 1 

(awm „(EE 
2 3 6 
R DENE r Szu LYO 
(x + 2y) + 2(22 +y) = 6 z} ZU 5 


Dla jakich wartości parametru m rozwiązaniem układu równań jest para 
liczb dodatnich? 
l mr+y=3 
c) 


) xz —3y=m 
2r+y=m+1 cz-my=5 


b) c—my=4 a) ma + 2y = 6 
xr +3y=2 2r+my=1 


Dla jakich wartości parametru m rozwiązaniem układu równań jest para 
liczb różnych znaków? 
l 2r+y=m+1 


b 3x — 2y = 2m + 1 
c—2y=m—3 


c+4y=4—m 

Dla jakich wartości parametru m punkt przecięcia prostych y — 1 =m- 1 
oraz 2x + y = 4m + 1 należy do wnętrza trójkąta ograniczonego prostymi 
y=52cr+y=liz-y=l 

Dane są proste y = z + m + 2 oraz y = 2x + 3m. 


a) Dla jakich wartości parametru m punkt przecięcia tych prostych należy 
do obszaru opisanego nierównością |x| + |y| < 4? 


b) Jaką figurą jest zbiór punktów przecięcia tych prostych dla m € R? 


Zaznacz w układzie współrzędnych zbiór rozwiązań układu nierówności. 
y>-8z+1 —z + 2y <4 |z + y| 44 
a 
2y <w=l2 yż|z|-1 |z — y| <4 
w-2y<2 <2—|1—2 <S |z 
b) y al” |z — 2| 1) ly] < |z| 
x+ 2y <6 y > |z|- 2 |z| <3 
YA e) YA f) YA 
ZY 
sy 2 
NELL 
A A 
A i 


37 


38. 


39. 


40. 


41. 
42. 


43. 


m E a2 
a)z=-ry=4 
b)z=2y=—1 
0) ż=2),y=3 
d) z =—45,y = —425 
a) m € (—3;1) 
b) m € (—0; —6) 
c) m E (-5;5) 
d) m € (—2; $) U (12; 00) 
a) m € (—oo; 4) U (7;00) 
b) m € (—oo; —2) U (=; œ0) 
m € (0;5) 
a)me (5;2) 
b) Jest prostą o równaniu 
y=zr+3. 
a) YA 
: X 
o| i ~ 
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5.4. Funkcja kwadratowa 


Funkcję f(x) = az? + bz + c określoną dla x € R, gdzie a,b,c € R oraz 
a ź 0, nazywamy funkcją kwadratową lub trójmianem kwadratowym. 


Wykres funkcji kwadratowej nazywamy parabolą. 

Znak współczynnika a decyduje o tym, czy ramiona paraboli o równaniu 
y = aa” + ba + c są skierowane do góry (a > 0), czy do dołu (a < 0). 
Wyróżnikiem trójmianu kwadratowego nazywamy liczbę A = b? — 4ac. 
Miejsca zerowe funkcji kwadratowej y = ax? + bz + c 


= Jeśli A > 0, to funkcja ma dwa różne miejsca zerowe: 


G-A y -b+ VA 
2a 2 2 2a 


Tı 
a Jeśli A = 0, to funkcja ma jedno miejsce zerowe: £o = 
pierwiastkiem podwójnym). 


>, (nazywamy je 


u Jeśli A < 0, to funkcja nie ma miejsc zerowych. 


Położenie wykresu funkcji kwadratowej y = aa” bz + c względem osi OX 
Y Y Y 
a<0 a<0 a<0 
A A=0 A<0 
W Aj a 


Wzór funkcji kwadratowej 


a Postać ogólna: y = aa? + bx + c, gdzie a Æ 0 


a Postać kanoniczna: y = a(x — p)? + q, gdzie a 4 0 
Punkt o współrzędnych (p,q) jest wierzchołkiem 
paraboli oraz: 


EO E 
BD m o! G 4a 


u Postać iloczynowa: 

e jeśli A > 0, toy = a(a—a,)(1— z2), gdzie x, i 12 są miejscami zerowymi; 
e jeśli A = 0, to y = a(x — 25)”, gdzie xo jest miejscem zerowym; 

e jeśli A < 0, to nie istnieje postać iloczynowa. 


Zestaw | - wprowadzający 


1. 


Podaj równanie paraboli przedstawionej na rysunku, jeżeli wiadomo, że 
powstała ona w wyniku przesunięcia paraboli y = 32”. 


b) c) 


Y 


o| 1 X oli X 
Przedstaw wzór funkcji f w postaci kanonicznej. Naszkicuj wykres tej 
funkcji i odczytaj z niego jej zbiór wartości. 

a) f(1)=a?*+8x + 16 c) f(1)=—« — 6r- 5 

b) f(x) = x? — 4x d) f(x) = —2x° + 4x — 2 


Wykresem funkcji f(x) = 2? + bzr +c jest parabola o wierzchołku w punk- 
cie W. Oblicz współczynniki b i c oraz podaj zbiór wartości funkcji f. 

a) W (0,0) c) W(0,—1) e) W(2,3) g) W(4,1) 

b) W(—1,0) d) W(1,4) f) W(—1,4) h) W(—1, —1) 


Wyznacz przedziały monotoniczności funkcji f. 
a) f(x) = z? + 4V2r — 2 b) f(x) = —10x* + 200x + 3000 


Podany przedział jest zbiorem wartości funkcji f(x) = x? +bx + 1. Oblicz 
współczynnik b. 
a) (—3; oo) 


b) (0; 00) c) (—8;00) 


Wykres funkcji kwadratowej f, do którego należą punkty A i B, jest 
osiowosymetryczny względem prostej x = 1. Zapisz wzór funkcji f w po- 
staci kanonicznej oraz podaj współrzędne wierzchołka jej wykresu. 


Parabolę o równaniu y = z? + 2x + 1 przesunięto o wektor w. Naszkicuj 
otrzymaną w ten sposób parabolę i podaj jej wzór. 


a) R=|3,0] b) X=[0,-] e) W=[3,-2] d) R=|-1,-2 


O jaki wektor należy przesunąć wykres funkcji f(x) = 3a”, aby otrzymać 
wykres funkcji g? 

a) g(x) = 3a? + 6x +5 
b) g(x) = 3x? — 62 +5 


c) gl£) = 3x? +3x +1 
d) g(x) = 3z? + 12x + 12 


ajy =r —4r+4 

DUE l 

cjy=r —40+2 

djy=s*+4r0+2 

A) go = 520) E6=3o< WF =38=560-=07 2, wektor [-11,2] 

Glo) =S6 20) 26=36= 0P=3E5=360= M 2 vakior [1,2] 

c) g(x) = 3(x? +£) +1 = 3(x + 4)? —3+1=3(0+35) + 4, wektor [5,7] 
d) g(z) aA + 42) + 12 = 3(« + 2)? — 12+ 12 = 3(x + 2)”, wektor [—2,0] 


- Yw =— 


bjy=zax* — 4 

c) y= t2) F3 

- a) y = (£ + 4)’, 
f(D) = (0; œœ) 

b) y = (z - 2)? — 4, 
f(D) = (-4;00) 

0) W=-(643) +4. 
f(D) = (=00;4) 

d) y = —2(x — 1), 
f(D) = (T0) 

a) b=c=0, f(D) = (0:00) 
ORZECZEE 
f(D) = (0; 00) 
cjb=0,c=—1, 
JB)=(—E o) 
djó==2c=5, 
f(D) = (4; œ) 

e) b = —4, c= 7, 
f(D) = (3; œœ) 

f) b=2,c=5, 
f(D) = (4; œœ) 
ASG e= I7 
f(D) = (1; œœ) 

h) b=2,c=0, 
f(D) = (-t00) 


. a) maleje w (—00; —2V2), 


rośnie w (—2v2; oo) 
b) maleje w (10; co), 
rośnie w (—oo; 10) 


b? —4ac 
4a 


czyli b = —4 lub b = 4 
ea =0, 

czyli b = —2 lub b = 2 
c) >> =>. 


czyli b = —6 lub b = 6 


. a) y =a(x—1) +q 


GR ROA 
6=a(0—1)” +q 


a= —2 

„= 
Zatem y = —2(x — 1)” +8, 
W (1,8). 


b) f(x) = 2(x — 1)? — 2, 
W (1, —2) 
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10. 
11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


a)z=-5,x=0 
D)G=0 ż=2 
c)z=-g,z=5 
d)zr=-v3,1=vy3 
e) 1=3 f)z=-5 

a) ma b) nie ma c) ma 


a) f(x) = - (x — 4)(z + 1), 
f(x) > 0 dla z € (—1;4), 
f(x) < 0 dla 

x E€ (—00; —1) U (4; o0) 

b) f(x) = 3(z — 1)(z — 3), 
f(x) < 0 dla z € (1;3), 
f(x) > 0 dla 

x € (—00;1) U (3;0o) 

e) f(z) = (z —3)?, 

f(x) > 0 dla z € R \ {3}, 
wartości ujemnych nie 
przyjmuje 

d) f(z) = —2(x — 1)”, 

f(x) < 0 dla z ER) {1}, 
wartości dodatnich nie 
przyjmuje 

a) (25, —14), (—3,3) 

b) brak punktów wspólnych 
aledz> 210.124 
B>=10 12 


c) 1,2,3 dj 4 

a) x € (—1;2) b) x= -—1 
c reR 

a) D=R 4-21) 

b) D = (—3;3) 

c) D = (—00; 3) U (5; 00) 
a) fmin = —1, fmax =3 


c) A = ir Jne =4 
d) doża = 0, Jinas =g 


a) y=-(c+ (z — 2) = 
=-2+0+2 

W) y = (=r + =p- = 
=2+z-2 

o) g= ri Nea) 
= = 174.2 
djy=((1+1) +1): 
((GFMD=2F4A=a*Fr+2 


Zatem y = (z + $) —37= 
= a” + 9x + 18. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


Rozwiąż równanie. 
a) z(2x +1)=0 
b) 3x? — 6x = 0 


c) 25x27 —11=0 
d) z? —3=0 


e) x? —6:+9=0 
f) 4r? +42+1=0 


Sprawdź, czy równanie ma rozwiązanie. 


a) z? —3z+yvV5=0 b) z? +4r+3vV2=0 c) 21?—2/6x+3=0 


Wyznacz miejsca zerowe funkcji f i zapisz jej wzór w postaci iloczynowej 
(o ile jest to możliwe). Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj z niego, dla 
jakich argumentów przyjmuje ona wartości dodatnie, a dla jakich — ujemne. 
a) f(x) = —xr? +3x +4 c) f(x) = x? — 6x +9 

b) f(x) = 3x? — 12x +9 d) f(x) = 2x? + 4z — 2 


Wyznacz punkty wspólne paraboli i prostej. 
a) y = 6x? + 7r +6, y=1—6r b) y=3xr —2r+7, y =4r—4 


Wyznacz wszystkie liczby całkowite spełniające podaną nierówność. 


a) z? < 16 b) 9- r° >0 c) z? < 4r d) 16+ x? < 8x 


Dane są funkcje f(x) = 2x? — 1 + 3 i g(x) = « +7. Rozwiąż nierówność. 
a) f(x) < g(x) b) f(z) +x: g(x) <0 c) f(æ)+g(z)>0 
Wyznacz dziedzinę funkcji f. 


b) f(x) = v6 — 5x — 6x? c) f(z)= 


a) (2) = e 


c-1 
/ 12-8«1+15 
Naszkicuj wykres funkcji f. Wyznacz wartości najmniejszą i największą 
funkcji f w podanym przedziale. 
a) f(a) = «2-2, (-1;3) 
b) f(z) = -x° — 2x, (0,2) 


c) f(x) =x? +4r +4, (—4;—3) 
d) f(x) = —2a* +42 +6, (0;3) 


Podaj wzór funkcji, której wykres otrzymano w wyniku przekształcenia 
paraboli o równaniu y = (x + 1)(x — 2) przez: 

a) symetrię względem osi OX, d) przesunięcie o wektor w = [—1,4], 
b) symetrię względem osi OY, e) symetrię względem prostej z = —2. 


c) symetrię względem początku układu współrzędnych, 


Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj liczbę rozwiązań równania f(x) = |m| 
w zależności od parametru m. 


a) f(x) = |(1+3)* — 4| b) fæ) = |(r+1)(z + 3)| 
a) 2 rozwiązania dla 

m E (—0o; —4) U {0} U (4; co), 

3 rozwiązania dla m € {—4, 4}, 

4 rozwiązania dla m € (—4;0) U (0; 4) 


b) 2 rozwiązania dla 

m E (—0o; —1) Uf0)U(1;0o), 

3 rozwiązania dla m € f—1, 1), 

4 rozwiązania dla m € (—1; O)U(0; 1) 


Zestaw Il - ćwiczeniowy 


19. Dana jest funkcja f(x) = a(x — T)(x + 1), której najmniejsza wartość jest 19. a = ł, W(3,—4) 
równa —4. Oblicz współczynnik a oraz wyznacz współrzędne wierzchołka 
paraboli będącej wykresem funkcji f. 


20. Wyznacz wzór funkcji kwadratowej, jeżeli wiadomo, że jej wykresem jest 20. a) y= —2a* + 4x 
y 


parabola o wierzchołku W (1,2) oraz: b) y= ta a 
a) jednym z miejsc zerowych jest 0, b) należy do niej punkt A(3, 4). 
21. Dana jest funkcja f(x) = x? + 5x + c. Oblicz współczynnik c, jeśli: 21.a)c=0 b)ec=7 cde=5 


a) do wykresu funkcji f należy punkt P(—2,1), 


b) funkcja f ma dokładnie jedno miejsce zerowe, 


22. a) b = 3, c = —10 
c) najmniejsza wartość funkcji f jest równa a b)b=2c=8 
22. Oblicz współczynniki b i c trójmianu y = z? + bz + c, jeśli: A = 2 6 A 
= —6, c= 
a) trójmian ten ma dwa pierwiastki 2 i —5, 28. a) c<2 b) c > —2 
b) trójmian ten osiąga najmniejszą wartość równą 7 dla z = —1, c) c > —36 d) c > —4 
c) trójmian ten przyjmuje wartości ujemne tylko dla x € (—1; 4), 24. a) b = —2y3, b = 2V3 
d) wykres tego trójmianu jest symetryczny względem prostej z = 3 i prze- b) Nie ma takich wartości. 
cina oś OY w punkcie (0,5). a 
PONŁYKIZAZ JP. 
23. Wyznacz wszystkie wartości współczynnika c, dla których funkcja f ma b) z = —3, z = 3 
dwa różne miejsca zerowe. cjz=-V3 1=y3 
a) f(1) = 2x? — 4r +c c) f(x) = z? — 6r — c djr="$g,c=2 
= -0 1=0,z=9 
b) f(x) = -r?° +5r+c d) f(x) =z? —-xz-c Ia i j 
) f(a) = -2 + 5z + ) f(a) A a a 
24. Wyznacz wszystkie wartości współczynnika b, dla których funkcja f ma T 6 
dokładnie jedno miejsce zerowe. 26. F x a y= » 
ub z = —1, y= — 
a) f(z) =x? +br+3 b) f(z)=a2*+bx—4 c) f(x) = 2r? + br YA 
25. Rozwiąż równanie. 1 
4 2_ 36 4 2_15— 2_ — 7 
a) zt +50 —36=0 c) zt+2r?—15=0 e) z?-—9|r|=0 oiz 


b) zf — 8r? —9=0 d) 2x* + 7x? —4=0 f) 2*+18=9lz]| 


26. Rozwiąż algebraicznie i graficznie układ równań. 


y=r"+4r-—3 i y = -r?° +47 y = įr? — 4r +7 
c 
cz+y=—T z+y=4 cr—y=5 
ba=1p=Stbo=4p=U ©) Ż=4,0==1 KbG=G = 1 
YA 


Q 
PAY 
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27. 


28. 


29. 
30. 


31. 


32. 


a) 0 miejsc zerowych dla 
m € (l;00), 


1 miejsce zerowe dla m = 1, 


2 miejsca zerowe dla 
im € (= 11) 

b) 0 miejsc zerowych dla 
me (e aUe), 
1 miejsce zerowe dla 

m € {4,1,2}, 

2 miejsca zerowe dla 
m € (5;1)U(1;2) 

a) O rozwiązań dla 

a € (—12; 12), 

1 rozwiązanie dla 

oe 112,1) 

2 rozwiązania dla 

a € (—0o; —12) U (12; oo) 
b) 1 rozwiązanie dla 

a € {—1,0}, 

2 rozwiązania dla 

a € R\{-—1,0} 

a)a 2—1 b)a< -1 
a) A =1-—4(m+1) 
m+1<0i^A<0 
m< -—1li(m+1}?>4 


m <-5 

b) A= (m— 1)?+ 
+m(m? — 1) = 

= (m — 1)(m? + 2m — 1) 


m -1<0iA<0 


m € (—1;1) 
ime(-—o0;-v2- 1)U 
u(v2— 1;1), 


więc m € (V2— 1;1 
Dla m = 1 f(x) == 
dla z € R. 

Zatem ostatecznie 
m € (V2— 1;1). 

a) m € (—4;0) 
b)m=2 cjm>zl 
d) Dla m = 0 nierówność 
przyjmuje postać 


-3z + 2 < 0, czyli z > 3. 


Dla m Æ 0 nierówność jest 


kwadratowa. 
R=|(m= 3) 


=5(m — 1)(m- 5 
m<0iA<XO, 
czyli m < 0i me (1;5) 


Zatem nie ma takiego m. 


a) zı + 12 = —4, T172 = 
b) 11 + 12 = —3(V3 — 1), 
2102 22— V3 
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4m(2 — m) = 


6 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


33. 


35. 


Określ liczbę miejsc zerowych funkcji f w zależności od parametru m. 
a) f(t) =° +2r+m b) f(x) = (m—1)x* +2mz +3m— 2 


Określ liczbę rozwiązań równania w zależności od parametru a. 


a) 42” +az+9=0 b) (a+ 1)x? + (a+2)x1+1=0 


Dla jakich wartości parametru a funkcja f przyjmuje tylko wartości nie- 
ujemne? 


a) f(x) = (a+3)a* — 4r +2 b) f(x) = (1 — aja” + 4r — 2a 


Dla jakich wartości parametru m funkcja f przyjmuje tylko wartości ujem- 
ne? 


a) f(z)=(m+1)s”-z+m+1 b) f(x) =(m*—1)x3*+(m-1)z— 7 


Dla jakich wartości parametru m nierówność jest prawdziwa dla każdej 
liczby rzeczywistej z? 
a) ma” +ma-1<0 
b) (1-m)a”+mx-1<0 


c) (m-1)(m+1)x7+(m—1)1+4 > 0 
d) mz? + (m-3):+2-—m<0 


Wzory Viete'a 
Jeżeli równanie kwadratowe ax*+bx+-c = 0 ma pierwiastki z, i zə (A > 0), 
to: 


V 


b c 
Wj la —— oraz d:4%2= — 

a a 
Oblicz sumę i iloczyn pierwiastków równania. 


a) 3x? + 121 — 18 = 0 b) (V3+1)x?+6r=1—y3 
Określ znaki pierwiastków równania. 
a) 102? — 3a — 100 = 0 
b) —7x*+141—3=0 


c) 2x1? +5y2r+2=0 
d) —627 +x+2V3=0 


Liczby xı i x są pierwiastkami równania 12x*—4x—15 = 0. Oblicz wartość 
wyrażenia: 

a) £? + z2, c) |zı — zəl, e) mieć 

b) (my — £2)°, d) (£1 + 2x2) (£2 + 221), f) = + 


gir uż * 


Dla jakich wartości parametru a równanie ma pierwiastki o różnych zna- 
kach? 


a)  +2xa+a+2=0 b) az +41+a+3=0 


a) o różnych znakach b) dodatnie c) ujemne d) o różnych znakach 
2 = 2 = IE 6 gikt 
.a) cj +aż = (£1 +12)” — Zara = fz +2: 15 = Tę = 2ig 
a -A 2 - fon Bo 6 zdal 
b) (xı — x2) TI + 19 — 20102 Ba 9 ög 
z m JB 46 
c) |£ zəl y(a1 ©2) y/ 9 3 
d 2 EO. = I(x? +12) +5 221 
) (x1 + 2x2) (£2 + 201) (x1 + 12) + 52122 s 
e) 1 q, Al sj+zż _ (01+w2)2—20109 _ 376 _ 1151 
TA j zg A (1112)? 225 225 
f) 1. f |  - aaa E JG 
5122 i 22T 5122 75 
a)a < —2 b) a€ (—3;0) 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


42. 


43. 


44. 


Dla jakich wartości parametru a równanie ma dwa różne pierwiastki do- 
datnie? 


a) a” + (2a—3)1+2a+5=0 b) az? —(a+2)r+a+2=0 


Dla jakich wartości parametru a równanie ma dwa różne pierwiastki ujem- 
ne? 


a) «* +(a+2)c+a-1=0 b) aa” — 4x +a+3=0 


Zmajdź dwie liczby, których suma jest równa 3 oraz: 
a) suma ich kwadratów jest równa 65, 
b) różnica ich kwadratów jest równa 33. 


Wokół basenu o wymiarach 9 m x 4 m wyłożono 
kafelkami pas szerokości x. Jaka jest szerokość 
tego pasa, jeśli zużyto 68 m? kafelków? 


Suma cyfr liczby dwucyfrowej jest równa 7. Jeżeli pomnożymy ją przez 
liczbę o przestawionych cyfrach, to otrzymamy 1300. Znajdź tę liczbę. 


Wyznacz najmniejszą wartość sumy kwadratów liczb z i y, jeśli: 
a) zty=3, b)r-y=6, c) 2x- y=0. 


Drut o długości 68 cm dzielimy na dwie części — z jednej tworzymy ramkę 
kwadratową, a z drugiej — prostokątną. Stosunek długości boków ramki 
prostokątnej wynosi 3:1. Na części jakiej długości należy rozciąć drut, 
aby suma pól powierzchni ograniczonych przez ramki była najmniejsza? 


Przedstaw pole P prostokąta (rysunek poniżej) jako funkcję zmiennej z. 
Podaj dziedzinę tej funkcji i naszkicuj jej wykres. Dla jakiego argumentu 
pole jest największe? Wyznacz wymiary prostokąta o największym polu. 
|BC| 


a) b) |AC| = 


Obwód prostokąta jest równy 24 cm. Jakie powinny być długości jego bo- 
ków, aby walec, który powstanie przez obrót tego prostokąta wokół jednego 
z boków, miał jak największe pole powierzchni bocznej? 


Drut należy rozciąć na części długości 293 
ramkę kwadratową. 

a) P(x) =2x(4— xz), Dp = (0;4), pole największe dla z = 2, 
wymiary prostokąta: 2 x 4 

b) |AC| = |BC| = 6v2 oraz |CG| = 6 

Z podobieństwa trójkątów ABC i DEC: a — E, 
Zatem pole prostokąta opisuje funkcja P(x) = 2x - (6 


cm i 38 cm, z krótszej części robimy 


x, gdzie x € (0; 6) 
12x. 
Funkcja P przyjmuje największą wartość dla £w = =2 = 3. Wtedy y = 6 —- 3 = 3. 


czyli y = 6 — 
c) = —2a” + 


Zatem prostokąt o największym polu ma wymiary 6 x 3. 


kwadrat o boku 6 cm 


36. 


37. 


38. 
39. 


40. 


41. 


a) A=4a*” — 20a—11>0 
dla a € (—00; —4) U (55; 00) 
wio =20,5>0 

dla a € (—24; 00) 

41 Fób > 3— 260 > (U 
dla a < —13 

Zatem a € (—23; —5). 


b) A = (a+2)(2—3a) > 0 dla 
Ge (2 3) 

Tı + T2 = T112 = 
dla a € (—00; —2) U 
Zatem a € (0; 3). 
a) A=a*+8>0dlaaER 
11to=a-1>0dlaa> 1 


a2 > 0 
(0; oo) 


zı +to=-a-—2<0 
dla a > —2 

Zatem a € (1; o0). 

b) A = —4(a+4)(a—1) > 0 
eż as 1) 
=>. 


dla a € (—oo; —3) U (0; oo) 
11+x2=3<0 
) 


dla a € (—00;0 
Zatem a € (—4; —3). 
a) —4, 7 b) 7, —4 
(44 . +20) — 4-9 = 68, 
gdzie z > 0 


4a? + 26x — 68 = 0 

x = —8,5 < 0 lub r = 2 
Zatem z = 2 m. 

I sposób 

16 - 61 £ 1300 

25 - 52 = 1300 

34 - 43 £ 1300 

II sposób 

x — cyfra dziesiątek 

T — x — cyfra jedności 
(10x + 7 — z)(10(7 — z) + 
+x) = 1300 

z? — Tr +10=0 
>>2aAlubEeŻ5 

Szukaną liczbą jest 25 lub 52. 
a) 4,5 b) 18 e) 0 
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45. 


46. 


47. 


a) 70-30 — 90, gdzie n € N 
n = 15 


vı — średnia prędkość 
pierwszego kolarza 

tı — czas jazdy pierwszego 
kolarza 

va — średnia prędkość 
drugiego kolarza 

v1t1 = 120, stąd ti = T20, 
gdzie vı > 0 

V2 = V1 — 1 

(vı — 1) (tı + 5) = 120 
(vı — 1) (12 + :) = 120 
vj — vı — 600 = 0 


v1 = 25 km/h 
Va = 24 km/h 
(gy = 8=Gi 


a) v = Š= = 5 [m/s5] 
b) v = = = 13 [m/s] 
c) v = 2 = 9 [m/s] 
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46. 


47. 


48. 


49. 


48. 


49. 


. Wyznacz liczbę wierzchołków wielokąta, który ma: 


a) 90 przekątnych, b) 135 przekątnych, c) 189 przekątnych. 


Dwaj kolarze przejechali trasę 120 km. Pierwszy jechał ze średnią prędko- 
ścią o 1 km/h większą od prędkości drugiego i całą trasę pokonał w czasie 
o 12 minut krótszym. Oblicz średnią prędkość każdego z kolarzy. 


Punkt porusza się wzdłuż osi OX, a jego położenie w chwili £ dane jest 
wzorem z(t) = 4t?°+t, gdzie z wyrażone jest w metrach, a t — w sekundach. 
Oblicz średnią prędkość punktu od chwili ży do chwili tə. 


a)ty=08s,łż=1s b)y=18s,ł>=2s c) t =0s, t2 =2s 


Rowerzysta przejechał z miasta A do miasta B odległego od A o 54 km. 
Wzór s(t) = 36t — 6t? opisuje długość s (w kilometrach) drogi pokonanej 
przez rowerzystę po t godzinach jazdy. 

a) Oblicz, ile czasu jechał rowerzysta. 

b) Oblicz średnie prędkości rowerzysty w pierwszej i w drugiej godzinie 
jazdy oraz na całej trasie (w km/h). 


Z wysokości 5 m wypuszczono z łuku pionowo do góry strzałę z prędkością 
początkową 50 m/s. Wysokość strzały nad ziemią (w metrach) można 
przybliżyć wzorem: 
h(t) = 5 + 50t — 512 

gdzie t jest czasem lotu strzały (w sekundach). 
a) Określ dziedzinę funkcji h. 

b) Przerysuj tabelę wartości funkcji h do ze- 
szytu i ją uzupełnij. 


kwysokość [m] 


t] |1|2)3|4)5|6|7|8|9 
50 85 110/125 130 125/110 85 | 50 


c) Po ilu sekundach od momentu wypuszcze- 

nia z łuku strzała osiągnie wysokość, z której 

ją wypuszczono? 

d) Po ilu sekundach od momentu wypuszczenia 

z łuku strzała osiągnie największą wysokość? 5 


e) Na jaką największą wysokość doleci strzała? 1 czas [s] 


a) 36t — 6t? = 54, gdzie t > 0 

o= e n 

b) s(1) = 30, s(2) = 48, s(3) = 54 

Średnia prędkość w pierwszej godzinie: v = z = 30 [km/h] 


Średnia prędkość w drugiej godzinie: v = 2-2 — 18 [km/h] 


Średnia prędkość na całej trasie: v = 7 = 18 [km/h] 


a) 5 + 50t — 5t? > 0, gdzie t > 0, D = (0;5 + v26) 
c) 5+50ż — 5t? = 5, gdzie t > 0 

t= ios 

dco 2-3) =? [s] 

e) h(5) = 130 m 


Zestaw III - podsumowujący 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


56. 


57. 


Wyznacz miejsca zerowe funkcji f, której wykresem jest parabola o wierz- 
chołku W przystająca do paraboli y = x°. 
a) W(m*,0) b) W(0,—25m*) c) W(—2m,—4m*) d) W(m,—4m7) 
Funkcja f dana jest wzorem f(x) = (x — 2p)? + p, gdzie p € R. Wyznacz 
zbiór wartości funkcji g oraz podaj równanie osi symetrii jej wykresu. 
a) g(x) = f(x + p) -p c) g(x) =p— f(x) 
b) g(x) = f(p— z) d) g(x) = p- f(2p— 2) 
Naszkicuj wykres funkcji f, a następnie odczytaj z niego liczbę rozwiązań 
równania f(x) = a w zależności od parametru a. 
2(0—1) dla z <2 
a c)=2|(1+1)(z—3 c z)= 
|faj=2e+)e-A] o =f ED da esa 
117 +2x dla z<0 
=, ję = = 2 
b) fæ) = Je? — 4|+2 OE a 
Rozwiąż równanie. 
a) 3x? — 4r +2|=1 d) z? —2x+|r-1|=1 
b) |z? + z — 10| = 10 e) |z|+|l-a"|=1 
c) |z? —60+7|=2 f) |£? + 4a -— 5| + |r? +4r|= 5 
Rozwiąż układ równań. 


) y =x +8r+12 b) y=x°—6r+11 ) y =(x- 2) —1 
a 
y=- — 2r y = (z — 1)(z + 1) y +x?’ =6x—5 
Rozwiąż układ równań. 
zy = —6 a” ry” =13 9x? +y? = 25 
a) b) c) 
z+y=l u-y=l zy=4 
Dla jakich wartości parametru m dziedziną funkcji: 
f(z) = Vma? + (m+ 2)z + (m + 2) 
jest zbiór liczb rzeczywistych? 


Dla jakich wartości parametru m zbiorem wartości funkcji: 
f(x) =(m+1)a? — 8x +m 
jest przedział (—7; o0)? 


ma? + (m + 2)z + (m+2)>0 

Dla m = 0: 2x + 2 > 0 dla z > —1. 

Dla m £ 0: m > 0 i A = —3(m + 2)(m — 2) < 0, czyli m > 0 
i m € (—00; —2) U (3; o0). 

Zatem m € (2; o0). 


Funkcja f nie jest liniowa, ponieważ zbiór wartości funkcji liniowej jest jedno- 
elementowy lub jest równy R. Oznacza to, że funkcja f jest kwadratowa oraz: 


: — m?+m-16 _ 
mti > Oi Yu = =n ~h 
czyli m > —1 i m = —9 lub m = 1. 


Zatem m = 1. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


a)jz=m* 

b) z = —5m, z = 5m 

c) z = 0, x = —4m 

d) z = —m, z = 3m 

a) g(D) = (0; 00), £ = p 
b) g(D) = (p;co), £ = —p 
c) g(D) = (—030), x = 2p 
d) g(D) = (~; 0), z =0 
a) 0 rozwiązań dla 


a E€ (—0;0), 

2 rozwiązania dla 

a € {0} U (8; oo), 

3 rozwiązania dla a = 8, 

4 rozwiązania dla a € (0;8) 
b) 0 rozwiązań dla a € (2;00), 
2 rozwiązania dla 

a € (—œ; —2) U {2}, 

3 rozwiązania dla a = —2, 

4 rozwiązania dla a € (—2; 2) 
c) 1 rozwiązanie dla 

a E€ (—00;0) U (2; o0), 

2 rozwiązania dla a € 40, 2), 
3 rozwiązania dla a € (0; 2) 
d) 1 rozwiązanie dla 

a E€ (—0; —2) U (5; oo), 

2 rozwiązania dla a € {—2, 5}, 
3 rozwiązania dla a € (—2;5) 


a) r= pl 

b) z Dy A I, s=(, 
c=4 

o zs 1 53,055 

Gl) =, = 


|o>==hao=01Lw= 1 
f) z € (—5; —4) U (0; 1) 


a)z=-2y=3 
mbr = y> 2 
b) z = —2, y = —3 
ubr S3 yE? 


lub z =1,y=4 
ubz= S 
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58. m+1#0 
TA = Omn — 5m — 3) = 
= 8(m — 3)(m + 4) =0, 
czylimź4-lim=3 


lub m = —3 
Zatem m = 3 i £o = $ lub 
m=-liqo=—2. 


2 
59. Dla xz? — 2x +m = 0: 
A=4—4m>0, 
czyli m € (—00; 1). 
Das + (m + 1)2 + 1 = 0: 
A =m?’ +2m -3 > 0, czyli 
m E (—0o; —3) U (1; oo). 
Zatem m € (—o0; 1) lub 
m E (—o0o; —3) U (1; oo), 
co oznacza, że m E€ R. 
60. f(z) = 0 = g(a) 
247 — 3r +m-—1= 
=g — 2r+m+1 
1? —3c—2=0 
c=-llubxz=2 
Zatem z = —1 dla m = —4 
lub z = 2 dla m = —1. 
61. zı + 12 = 7, czyli 
4a1 + 402 = 4(21 + To) = 
= 28 = h, 
zatem b = —28. 
vito =2, czyli 
Ati -4x2 = lóc1zo = 32=6 
62. A = (m + 3)(m — 1) > 0, 
czyli m € (—oo; —3) U (1; oo) 
11+%2=1-m<2, 
czyli m > —1 
Zatem m € (1; oo). 
63. m € (0;1) 
64. a) m> 16 b)m<0 
65. a) b = —24 


67. a) m > 5 
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58. 


60. 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


66. 


67. 


68. 


66. 


68. 


Dla jakich wartości parametru m równanie (m + 1)x? — 4mz +2m+3=0 
ma pierwiastek podwójny? Wyznacz ten pierwiastek. 


Wykaż, że dla dowolnej wartości parametru m przynajmniej jedno z rów- 
nań z? + 2x + m = 0 oraz a” + (m + 1)xz + 1 = 0 ma rozwiązanie. 


Dla jakich wartości parametru m funkcje f(x) = 2x? — 3x + m — 1 oraz 
g(x) =2?—2x+m+ 1 mają wspólne miejsce zerowe? Wyznacz to miejsce 
zerowe. 


Liczby x, i £2 są pierwiastkami równania x? — 7x + 2 = 0, a liczby 4a 
i 4x są pierwiastkami równania x? +bx + c= 0. Oblicz z, + z» oraz 2, : 22, 
a następnie wyznacz współczynniki b i c. 


Dla jakich wartości parametru m suma dwóch różnych pierwiastków rów- 
nania z? + (m — 1)x — m + 1 = 0 jest mniejsza od 2? 


Dla jakich wartości parametru m suma odwrotności dwóch różnych pier- 
wiastków równania ma? — 2x + m = 0 jest nieujemna? 


Dla jakich wartości parametru m dwa różne pierwiastki równania: 
—2x? + ma — 2m = 0 


a) są większe od 1, b) są mniejsze od 2? 


Dla jakich wartości parametru b dwa różne pierwiastki xı i £ równania 
6x? + bz + 1 = 0 spełniają warunek: 


a) £1 +12 = 4, b) |z2 — z| = 5? 


Sprawdź, czy istnieje taka liczba m, że dwa różne pierwiastki 1, i £2 rów- 
nania z? + ma + m = 0 spełniają warunek: 


1 1 — o9 
(G+2)(z+2)=7 


Dla jakich wartości parametru m dwa różne pierwiastki z, i z» równania: 
a) (4m — 1)x? — 8ma +4=0 spełniają warunek = + > > 1, 

b) 2x? + (2m — 1)xr +2m+1=0 spełniają warunek x] + aż > 1, 

c) 1? + (m+2)1+4=0 spełniają warunek |z; — x| = 3? 

Wyznacz wzór funkcji y = f(m) i naszkicuj jej wykres, jeśli wiadomo, że 
f(m) jest sumą: 

a) kwadratów pierwiastków równania z? — 2ma + m? — 1 = 0, 


b) odwrotności pierwiastków równania (5m — 1)(m — 1)a?” + 6x + 1 = 0. 


A = m(m — 4) > 0 dla m € (—00;0) U (4; oo) 
= ł wle Er = Hona 2 
(a+c)? _ Otm)? _ 9 

ac m 2 


2m? — 5m + 2 = 0 dla m = z lubm=2 
Zatem takie m nie istnieje. 

a) A=4>0dlameR 

sq + 13 = (01 + 12)” — Żayzą = (2)? — 2 
f(m) =2m* +2 meR 


b) A = —20m? + 24m + 32 = —20(m + 5)(m — 2) > 0 dla m € (—5;2) 
G „ fL. 6lsróa — = 
T1 ; T2 T1T2 (2 


5.5. Wielomiany 


Funkcję zmiennej rzeczywistej z daną wzorem: 
w(x) = ani" + an_11%7 ' +... + q7 + 9 
gdzie a, Æ 0, n € N, nazywamy wielomianem stopnia n. 
Funkcję w stale równą zero nazywamy wielomianem zerowym (w = 0) 
i jego stopnia nie określamy. 
Liczby: an, Gn-1, ..., Oy, Q0 Nazywamy współczynnikami wielomianu, 
a współczynnik ao — wyrazem wolnym. 
Każdy niezerowy wielomian można przedstawić jako iloczyn czynników 
stopnia co najwyżej drugiego. 
Liczbę a nazywamy pierwiastkiem wielomianu w, jeśli w(a) = 0. 


Twierdzenie o rozkładzie wielomianu 
Dla dowolnych wielomianów w i q, gdzie q Æ 0, istnieją wielomiany pi r 
takie, że: 
w(x) = p(x) : a(z) + r(x) 
oraz r = 0 lub st(r) < st(q). 


Twierdzenie o reszcie 
Jeśli r jest resztą z dzielenia wielomianu w przez dwumian z — a, to 
r=wf(a). 


Twierdzenie Bćzouta 
Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w wtedy i tylko wtedy, gdy wielo- 
mian w jest podzielny przez dwumian z — a. 


Twierdzenie o pierwiastkach całkowitych 

Jeżeli wielomian w(x) = anx” +a, 117 1+...+a,1+a9 (ao £ 0) o współ- 
czynnikach całkowitych ma pierwiastek całkowity, to jest on dzielnikiem 
wyrazu wolnego ag. 


Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych 

Jeżeli wielomian w(x) = ant" + an_177 ' +...+a40+ag (an Æ 0, ao 4 0) 
o współczynnikach całkowitych ma pierwiastek wymierny z = Ę ip,q są 
liczbami całkowitymi względnie pierwszymi, to p jest dzielnikiem wyrazu 
wolnego av, a q jest dzielnikiem współczynnika aņ. 


Liczbę a nazywamy pierwiastkiem k-krotnym (k € N,) wielomianu w, 
jeżeli w jego rozkładzie występuje czynnik (x — a)* i nie występuje czynnik 
(c — a)**!. 
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w 


w 
— 


s 
= 


sr 
— 


. a) a = 6, b = —2 
b) a = 10, b = —2 
Bao) = 3 taa 1. 
st(k) =3 
b) k(x) = 3a” — 32? +1, 
st(k) = 3 
c) k(x) = 6x” — 1, st(k) = 3 
d) k(x) = 27° — 30a, st(k) = 2 
a) a = —1,b= 6 
a=—3,b=0 
c) a= —3,b=1 
C aE E +2) 
b) w(x) = xz?°(x — 5)- 
(0550-25) 
c) w(z) = —5a'* (a — 3)? 
d) w(x) = 2a”(x + 5)(x — 1) 
a) w(x) = (w+1)(x—1)(xr—2) 
w(x) = (1+3)(1+2)(x—2) 
c) w(z) = (32 — 1)(x” + 2) 
w(x) = 3z(x — 5) 
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Zestaw | - wprowadzający 


1. 


Oblicz współczynniki a i b wielomianu w, jeżeli w(1) = 3 i w(0) = —2. 


a) w(x) = z? + aa” — 2a +b 


i podaj jego stopień. 
a) k(x) = u(x) + w(x) 
b) k(x) = u(x) — w(x) 


b) w(x) = ax" + 5a — 10x” +b 


. Dane są wielomiany w(x) = 2z?—1 i u(x) = 3a*—a7*. Wyznacz wielomian k 


c) k(x) = w(x) + Żu(z) 
d) k(x) = 3z - w(x) — Żu(z) 


Dla jakich wartości parametrów a i b wielomiany u i w mają równe współ- 
czynniki przy odpowiednich potęgach? 


a) u(x) = 8r? — a, w(x) = 


(b + 2)a3 +1 


b) u(x) = x(x +a)? +b, w(x) = r? — 6x? + 9x 
c) u(x) = z(axz — b)? +b, w(x) = 9r? +6x* +z+1 


a) w(x) = 5a” — 20a* 


b) w(x) = z — 125x? 


. Rozłóż wielomian w na czynniki. 


c) w(x) = —5a” + 30x4 — 45a? 
d) w(x) = 2a” + 8x4 — 1023 


Rozłóż wielomian w na czynniki. 


a) w(x) = t? — 2a —1+2 
b) w(x) = x? + 3x? — 4a — 12 e) 
c) w(x) = 3r? — r? + 6x — 2 


) =3x* — 15r’ — 6x? + 30x 


w(x 
w(x) = 2x4 — 8r? + 3x? — 12x 


Rozłóż wielomian w na czynniki. 
a) w(x) = (x +3)? — (20 +1)? c) w(x) = 5(x — 1)? — 20 (x — 1)? 
b) w(x) = (2x — 4} — (2 — x)? d) w(x) = 4(x +1) — 8(x + 1)’ 


Rozwiąż równanie. 


a) 3x5 = 12a" d) 
b) 5x? = 20x e) 
c) at= (2r)? f) 


Rozwiąż równanie. 

a) z +2r?—x—2=0 
b) z? + 5z? +32 +15=0 
c) x? — 3r? — 4r +12 =0 
d) 2x" — r? + 16r- 8=0 


a) z 2, Gb I Gz 
b) z = —5 

6) a= aaam 
d) z = —2, x1 = 4 

eoa Ir? 
ae, 0.2 
g)=4 

heee ae 


27x = —82* g) 6x1*—12x3+62* = 0 
z% = 32x? h) z” — xô = 6x5 
1? = v2ax$ i) za tu = ja 


e) zt — 3r? 3-0 
f) 4r? — 8r? =x — 2 
g) 12x? — 2 = 3x? — 8x 


) 
h) 54«* = 27x? + 2x — 1 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


16. 


Wykonaj dzielenie wielomianu w przez wielomian q. Zapisz wielomian w 
w postaci w(x) = p(x) : q(x) + r(x). 

a) w(x) = 2x? — x? — 2a — 3, q(z)=z+1 

b) w(x) = 3x? — 5x? + 20 +3, q(x) = 3x —2 

c) w(x) = =x? — 3x4 + 10x? — 3x — 9, q(xz)=«+5 


Oblicz resztę z dzielenia wielomianu w(x) = zf + x? + £? + z + 1 przez 
dwumian q. 


a) g(z)=x— 2 b) g(u)=r+2 c) q(x) = x — v2 


Nie wykonując dzielenia, sprawdź, czy wielomian: 
w(x) = z’ + 3x? — 15x? — 19x + 30 
jest podzielny przez dwumian q. 


a) q(z)=z+1 c) o e) a(z) =z +5 
b) g(z)=1+2 d) q(x) = f) q£) =x- 6 
Współczynniki wielomianu w(x) = a” + az +... + ax + a Są liczbami 


całkowitymi. Które z liczb: 
wielomianu w, jeżeli: 


a) ao =4, 


Rozwiąż równanie. 

a) 3a —a-1—1=0 
b) zë — 6x? + 1lr—6=0 
c) 23 +a? — 13r +6=0 


—3, 0, 1, 2, 5 nie mogą być pierwiastkami 
c) a = 15? 
d) 2x* + 8r? + Ta” —4r—4=0 


e) a$+3a+xu—2=0 
2=0 


f) aa -a*-u 
Rozłóż wielomian w na czynniki. 
a) w(x) = 2a? — 3x? — 11x +6 
b) w(x) = 2a? — 9x? + 27 


c) w(x) = zt + £? + x? — 4x — 20 
d) w(x) = xt + 2x? — 14a” + 2x — 15 


Współczynniki wielomianu w(x) = aga” +a4zí +... + a£ +a są liczbami 


całkowitymi. Które z liczb: —$, —3, 3, 3, $ nie mogą być pierwiastkami 
wielomianu w, jeżeli: 
a) ao = 4, az = 4, 


b) ao = 4, az = 6, 


c) ao = 6, as = 4, 
d) ao = 6, as = 6? 
Rozwiąż równanie. 

a) 3x? — 2x?’ +2x+1=0 
b) 23 +r? —32+1=0 


c) 4r? + Ta” —6:+1=0 
d) 12x43 + 8r? =x +1 


a)jz=-5 

b) z = "6 ee 0 EEE 

c) x = -1 — V2, z = ł, z = —1 + v2 
d)z=-ż,c=3 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


a) w(a) = (£ +1): 
.(2x7 — 30 + 1) — 4 

b) w(x) = (3x — 2) (x° — x) +3 
c) w(x) = (z +5): 

(0 4% = 9) 6 

a) 31 b) 11 c) 3V2+7 
a) w(—1) = 32 £ 0, nie 

b) w(—2) = 0 , tak 

c) w(—3) = —48 £ 0, nie 
d) w(4) = 162 Æ 0, nie 

e) w(—5) = 0, tak 

f) w(6) = 1320 £ 0, nie 

a) —3, 0,5 b) 0,5 c) 0,2 


ara 

5) a= a 
J EO = 
(M G==2A 2= 6 s 
e) 1=—2,1= LŚ, 
p= LE 


a) w(x) = (2x—1)(x+2)(x—3) 


b) w(z) = (x — 3)* (2x + 3) 
e) w(z) = (æ — 2)(a + 2)- 
(025 

d) w(x) = (z — 3)(x + 5): 
-(a? +1) 

a) —%, 5 = $ 

b) -i 

0) 5,53 

d) -5,3 
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17. 


18. 


19. 


20. 


a) v(x, y, z) = —4a?yz+ 
8ry?z — Szyz? + 4rz 

+2ey, v(-1,2, —3) = —17 

b) v(z, y, z) = =y’ z” + 

— tyz” + 2Tyz, 

v(-1,2,—5) = 35 

a) x = 2 — dwukrotny, 


x = 4 — jednokrotny 
b) z = —1- trzykrotny, 
x = 3 — jednokrotny 
©) ZE F — dwukrotny, 


xz = —5 — jednokrotny, 
x = 5 — jednokrotny 
d) z = —2 — dwukrotny, 


zT= -2 — jednokrotny, 
x = 1 - dwukrotny 


u (0; 2) 


c) z € (—00;-2)Uf-1) 
d) z € (—00; —1)Uf1]U 


x € (—00; 2) U {0} 


( 

( 

( 

) 

( 
f) x € (—3;—3)U(3;00) 
g) z € (—00;—1) 
h) z € (—0o; 1) 
a) z € (—4; 1) 
b) z € (0; 1) U (1:00) 
c) z E€ (—00; —1) U {0}U 
U (1; o0) 
d) z € (—2; —1) U (0; 1)U 
Ues) 
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Zestaw Il - ćwiczeniowy 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


21. 


22. 


23. 


Wyznacz wielomian v(z, y, z) 
tość dla x 


= 4u(zt,y, z) — 2w(x,y, z) i oblicz jego war- 
1 


-1, y= 2, z = -53 


w(x, y, z) = Ba?yz + 4ryz? — zy” 
w(z,y, ż) = 


a) u(x, y, z) = za”yż — 2ry’z + zz”, 


1 „„3,,2 


b) ulz, y, z) = gay z=gqiyz", gry z+ zay”2” — tyż 


Rozwiąż równanie. Podaj krotności pierwiastków. 
a) (x — 2)(x? — 6x + 10) = 2(x — 2) 


b) (x? + 2x + 1)(ax* — 2x) = 3(x +1)? 

c) (x+ 2)(4a* + 8a?) = x? + 4a +4 

d) (x — 1)?(z + 2)? + (x — 1)’ (x +2)? =0 

Rozwiąż nierówność. 

a) z(x —2)(1+3)<0 e) a” +8x* <0 

b) 3(x + 2)(x? + 1)(r +1? > 0 f) 4r? +12a”-—z—3>0 
c) —3(x + 2)(x? + 1)(1 +1) >0 g) r? +3r?+3r+1<0 

d) —2(x + 1)(x — 2)(x? —1)} <0 h) =z? +2a* —4r+3>0 


Rozwiąż nierówność. 
a) «* + 3x? — 4r? < 0 
b) 16x5 — 8r? + z > 0 


c) xf + xt > 2a” 
d) a” + 4a > Ba? 
Po podzieleniu wielomianu w przez wielomian p otrzymano iloraz q oraz 
resztę r. Wyznacz wielomian p. 
a) w(x) = £? + 2a? — 5z +5, q(x) = z? +3x —2, 
b) w(x) = 2a” — 5x? +x +1, 


r=3 
q(x) = x? — 3x +2, r=—1 


Dla jakich wartości parametru m reszta z dzielenia wielomianu w przez 
wielomian q jest równa r? 


a) w(x) = z? + 2a” +ma—8, q(x) =x- 2, r=14 

b) w(x) = £’ + 3r? +|m-— 2|, q(z)=z+1, r=6 

c) w(x) = ră + (m? — 1)x* — 3mz, qg(z)=z—1, r= -2 

Dla jakich wartości parametru a wielomian w jest podzielny przez dwu- 
mian q? 

a) w(x) = r? — aa?” + 2ax — 3, q(x)=z—38 

b) w(x) = az? — 4ax +5, q(z)=x+1 


a) x” + 257 
a=l 
3— 2b = 5, czyli b = —1 
Zatem p(x) = z — 1. 

b) p(x) =2x+1 


5r 5= (ax + b)(a? 2) +3 


a) w(2) = 8 + 2m = 14 dla m = 3 

b) w(—1) = |m — 2| — 4 = 6 dla m = —8 lub m = 12 
c) w(1) = m? — 3m = —2 dla m = —2 lub m = 1 

a) w(3) = 24 — 3a = 0 dla a = 8 

b) w(—1) = —a* + 5=0dka==1 hba=5 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


27. 


28. 


29. 


Na rysunku przedstawiony jest wykres wielomianu trzeciego stopnia. Po- 
daj jego miejsca zerowe, zbiór argumentów, dla których przyjmuje wartości 
dodatnie, oraz wzór tego wielomianu. 


b) 


Dla jakich wartości parametrów p i q liczba £o jest dwukrotnym pierwiast- 
kiem równania? 


a) x? — 2a” + pz = q, xo = 1 b) z? + pr? + qz = 2, £o = —1 


Dla jakich wartości parametrów a i b wielomian w(x) = 3x +4z?—13x+6 
jest równy wielomianowi u? 

a) u(x) = (x — 1)(ax? + bz — 6) 
b) u(x) = (ax + b)(x? — bz — a) 


c) u(x) = (3x — 2) (ax? + bx + a — b) 
d) u(x) = (x + 3) (ax? — ba + a — b) 


Wierzchołki trapezu ABCD należą do 
paraboli y = 5(9 — x°). Punkty A i B są 
punktami przecięcia paraboli z osią OX, 
a punkty C i D leżą powyżej osi OX. 
Wyznacz wielomian opisujący pole tra- 
pezu w zależności od z, (rysunek obok). 
Podaj dziedzinę tej funkcji. Dla jakiej 


YA 


C(zo, 5(9 — 16) 


wartości £o pole trapezu jest równe 16? 


Dany jest prostopadłościan (rysunek obok). 

a) Wyznacz wielomian opisujący objętość tego pro- 
stopadłościanu w zależności od x. Podaj dziedzinę tej 
funkcji. 


5 —5 


b) Oblicz objętość tego prostopadłościanu dla x = 5. 


c) Wyznacz wielomian opisujący pole powierzchni całkowitej tego prosto- 
padłościanu. Podaj dziedzinę tej funkcji. 


Krawędzie prostopadłościanu mają długości 2x, 1 —2, u —1. Wyznacz wie- 
lomian opisujący objętość tego prostopadłościanu w zależności od x. Podaj 
dziedzinę tej funkcji. Dla jakiej wartości z objętość prostopadłościanu jest 
równa 12? 


zô), To € (0; 3) 
10) = 3 (3 + z0)” (3 


Wysokość trapezu: h = 4 (9 — 
P(xo) = 4(6 + 220) : 3 (9 
4(3 + xo)? (3 — xo) = 16 
a D o 

I mo = 16 dla zo =1 
a) V(x) = 5a” + 20a? — 257, x > 1 

b) V(5) = 1000 

c) P(x) = 22x* +40x —50,x> 1 

V(«) = 2x — 6x +40, 0 > 2, V(3) = 12 


aoh D = (053) 


24. 


25. 


26. 


a) w(x) = 0 dla z € {1, 2, 4}, 
w(x) > 0 dla 

z € (1; 2) U (4; 00), 
w(x) = (x — 1)(xz — 2)(z 
b) w(x) = 0 dla z € (2,2), 
w(x) > 0 dla 

x € (—2;2)U(2;00), 

wla) = (a 2) (x + 2) 
c) w(x) = 0 dla z € {0,3}, 
w(x) > 0 dla 

x € (—0o;0) U (0; 3), 

w(x) =s (z — 3) 

a) I sposób 

(x? — 2x? + pa — q): 
(0-20 F)=z+Fr(a), 
gdzie r(x) = (p — 1)z — q 
Zatem p = 1, q = 0. 


II sposób 

r? — 24? + pr — q = 

= (z — 1)’ (z — r) = 

=a ea r=) 
+z(2r + 1)-r, 

gdzie r jest pierwiastkiem 
równania. 


Wówczas r=0,p=l,q=0. 


b) I sposób 

(a? +px? +qa — 2) : 

: (x +2x0+ 1) = 
=t-p-2+r(z), gdzie 
r(x) = (q — 2p+3)z—p 
Zatem p = 0, q = —3. 

II sposób 

«u + pr? +qr — 2 = 
a 

=a 4:4 (=r) 
+z(—2r + 1) — r, 

gdzie r jest pierwiastkiem 
równania. 

Wówczas r = 2, p = 0, 

q = —8. 

a)a=3,b=7T 

b) a = 3, b = —2 

c), d) Nie ma takich a i b. 
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30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


36. 


37. 


38. 
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wla = 
= (r-a we 
= r’ — Tr? + 13x1 — 2 

w — Ta? +130—2=6-m 
(z — 1)(a — 2)(x — 4)=0 

m "MubreePAluba= X 

2 


w(m) = m? + m? — 6m = 

= m(m — 2)(m + 3) 

w(m) = 0 dla m = —3 

lub m=0lubm=2 

w(2) =5a—30=0 

i w(1) = 2a — 3b — 24 = 24 
Zatem a = 6, b = —12. 

w(«) = 3a? — 6x? — 27a +54 = 
=dw0=23(6 =9) 

w(x) = 0 dla z = —3 
luba=2lubxz=3 

w(x) = (4b — aja? + 

+ (ab — 16)x? + 2(b — a + 6) 
w = 0 dla a = 8, b= 2 

w(x) = (x + 2)(x — 3)(ax + b) 
AUR =A=) = 

= 4a — 4b = —8 

w(0) = —6b = —24 

Zatem a = 2 oraz b = 4. 
w) = 2(0+2)(a —3) = 

= 2g? + 2a” — 167r — 24 

w(x) > 0 dla 

z E€ {—2} U (3; oo) 

a = —3, b = 2, 

w(x) > z + 2 dla 

x E€ (—2;0) U (2; œ0) 

a) x? — 5a” +31 +9>0 
(z+1)(x-3) >20 

D = (—1; œœ) 

b) 18x? — 3z? — 4r +1>0 
(2x + 1)(3z — 1)” >0 

D = (-3:; 5) U (3:00) 

w(z) = (a — p)? - (£ + 2p) 
Zatem p jest podwójnym pier- 
wiastkiem wielomianu w. 


5. Powtórzenie 


Zestaw Ill - podsumowujący 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


35. 


39. 


Po podzieleniu wielomianu w przez dwumian x — 4 otrzymano iloraz 
£? — 3x + 1 i resztę 2. Rozwiąż równanie w(x) = 6 — z. 


Dla jakich wartości parametru m wielomian w(x) = z? + (m — 8)x + 2m 
jest podzielny przez dwumian z — m? 


Wielomian w(x) = 3a? + (a+b)a? — 27a + a — 4b jest podzielny przez dwu- 
mian 1—2, a reszta z dzielenia przez dwumian x1—1 jest równa 24. Wyznacz 
wartości parametrów a i b oraz oblicz pierwiastki tego wielomianu. 


Dane są wielomiany f(x) = (a — 2b)a* + 9x? — 6x — 2, plx) = ax + 2 


i q(x) = a? + bz — 2. Wyznacz wartości parametrów a i b, dla których 
wielomian w(x) = p(x) : q(x) — 2f (x) jest wielomianem zerowym. 
Reszta z dzielenia wielomianu w trzeciego stopnia przez dwumian x1+1 jest 
równa —8. Liczby —2 i 3 są pierwiastkami tego wielomianu, a jego wykres 
przechodzi przez punkt (0, —24). Wyznacz wzór wielomianu w i podaj 
zbiór argumentów, dla których przyjmuje on wartości nieujemne. 


a) Wielomian w(x) = 3a? +52? —9x —4 ma pierwiastek wymierny należący 
do przedziału (1; >). Rozwiąż nierówność w(x) > 0. 

b) Wielomian w(x) = 5a* — z? — 9x — 4 ma pierwiastek wymierny należący 
do przedziału (—1; —ż). Oblicz pierwiastki tego wielomianu. 

Pierwiastki 14, £2 i za wielomianu w(x) = a? + az + b spełniają warunki 
zı — To = ( oraz zı — zz = 3. Oblicz a i b oraz rozwiąż nierówność: 


w(r)ż1+2 
Wyznacz dziedzinę funkcji f. 


a) f(x) = Vr? — 5x? + 3x +9 l 


b a) = LL śś 
) fo) / 18x3—327—4a+1 
Wykaż, że liczba p Æ 0 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu: 
w(x) = a? — 3px + 2p? 


. a) Jaki warunek muszą spełniać współczynniki wielomianu trzeciego stop- 


nia w(x) = aa? + ba? + cz + d, aby dla dowolnego argumentu z € R 
zachodziła równość w(x) + w(—z) = 0? 

b) Wykaż, że jeśli dla dowolnego argumentu x € R wielomian w spełnia 
warunek w(x) = w(-x), to wielomian ten nie może być wielomianem 
trzeciego stopnia. 


3.$+5.%6—9.3$-4=0 
Dzielimy wielomian w przez dwumian (z — 3) i otrzymujemy (3a? + 9x + 3). 
(x — Ż)(3a” +9x +3) > 0 

b) w(—5) = 5(—%5) — 2 —9(-5) -4=0 

Dzielimy wielomian w przez dwumian (x + $) i otrzymujemy (5z* — 5z — 5). 
(x + Z)(5z” — 5x — 5) > 0 


a) w(-z) = ax tor — cz Hd 

w(x) + w(-x) = bz? + 2d = 0 dla b = d = 0 oraz a,c E R 

b) Załóżmy, że w(x) = w(—7x) dla x € R i w(x) = asx? + aaa” + aix + ao. 
Wtedy azz? + aaa? + aix + ao = —asr? + azz? — aiz + ao dla z E R. 
Stąd a3 = —a3 oraz a1 = —a, czyli a3 = a, = 0. 


Zatem wielomian w(x) nie jest trzeciego stopnia. 


5.6. Funkcje wymierne 


Funkcję postaci y = $, gdzie z € R, oraz 
a jest stałą dodatnią, nazywamy propor- 
cjonalnością odwrotną, wielkości z i y — 
odwrotnie proporcjonalnymi, a stałą a — 


współczynnikiem proporcjonalności. 


Wykresem funkcji y = 4, gdzie z € RY {0}, 


T 


a Æ 0, jest hiperbola. 
Prosta y = 0 jest jej asymptotą poziomą, 


a prosta x = 0 — jej asymptotą pionową. 


Funkcję postaci f(x) = b gdzie c # 0, określoną dla z € RĄ f-$), 
jeżeli nie jest ona funkcją stałą, nazywamy funkcją homograficzną. 


Wykresem funkcji homograficznej jest hiperbola. 


Postać f(x) = — +q, gdzie a € R \ {p} ir ź 0, nazywamy postacią 


©—p 
kanoniczną funkcji homograficznej. 
Zestaw | - wprowadzający 


1. Przerysuj do zeszytu i uzupełnij tabelę, wiedząc, że wielkości z i y są 
odwrotnie proporcjonalne. 


z 7 3 ż 1 2 3 |23) 4 | 2 
y 48 36 24 12 6 4 2/3 3 ż 
2. Do wykresu proporcjonalności odwrotnej y = + należy punkt A. Wyznacz 2. a) y = Ê 
jej wzór. by=-5 
a) A(3,2) b) A(—3,4) c) A(v2,v6) y= 
3. a) D=R\ {73} 
3. Wyznacz dziedzinę wyrażenia. DID ERA EE 
) Z N { grg 
) (1+4)(xc—2) b) 8 E= c) c) D = R \ {0} 
(1-3)(c+7) 9x? —4 27x3+« 2166 11 
4. Rozwiąż równanie. z=.,0 1 
sa = 4a—1 _ 1,1 _ ij o==",6=0 
a) ug =1 c) z = 3 Sro 8 kan 
4 
3x-1 _ 1 © _ 2a 5 E en f E i 
b) e 7 2 JĘR= > TR ała L sas 
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Ś-. > 5 
a) A, C 
b) ze( 


D) =R \ {0}, 


« € (—00;0) U (5; oo) 
glz) = z, D =R\ 42), 


7 w (—00;2) i w (2;00) 
, D =R\{1} 


b) g(a) = =H 


9(D) =RNf- -2), 


rośnie w (—00; 1) i w (1; oo) 


7. a) g(z) = ~ tak 
b) g(x) = — 6, tak 
c) g(z) = ża nie 
8. a) f(z) = zH +1, 
D=RĄf-1), m= -+4 
b) f(z) = z —3, 
DERON I. 
9. a) f(z) = = = -3 +1 
| 
I 
I 
I 
| 
> 
X 
I 
| 
f(£) > 0 dla 
x E (—00;2) U (5; oo) 
BOR = 
= 28 2 


IE 


f(x) > 0 dla z € (—3; —2) 


3(0 +5) +3 
c) f(v) = EPE 


= SE re 
f(x) 2 0 dla 


x E€ (—0; —6) U 


(—5; 00) 
Y 
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5. 


10. 


10. 


Na rysunku obok przedstawiono wy- 
kres funkcji f(x) = +. Oblicz a. 

a) Które spośród punktów A(—5,2), 
B(y5,v5) i C(ż, —20) nie należą do 
wykresu funkcji f? 

b) Podaj zbiór tych argumentów, dla 
których funkcja f przyjmuje wartości 


mniejsze od 1. 


Wykres funkcji f przesuń o wektor w. Podaj wzór otrzymanej w ten spo- 
sób funkcji g, wyznacz jej dziedzinę i zbiór wartości. Odczytaj z wykresu 
przedziały monotoniczności funkcji g. 
2 1 
Wykres funkcji f(x) = — Ž przesunięto o wektor i otrzymano wykres funk- 
cji g. Wyznacz wzór tej funkcji, jeżeli punkt P jest środkiem symetrii jej 
wykresu. Sprawdź, czy punkt A(3, —4) należy do tego wykresu. 
a) P(0, -3) b) P(1,—6) c) P(-2,2) 
Podaj wzór funkcji, której wykres przedstawiono poniżej. Dla jakiej war- 
tości współrzędnej m punkt P(m,3) należy do tego wykresu? 
a) b) 
X 
Przedstaw wzór funkcji f w postaci kanonicznej. Naszkicuj jej wykres i od- 
czytaj, dla jakich argumentów funkcja f przyjmuje wartości nieujemne. 
_ t-55 _ —2x—4 __ 3x+18 
a) f(2) = 25 b) (a) = 2 c) f(e) = 2H 
Funkcja f dana jest wzorem f(x) = Tr Zapisz wzór funkcji g w postaci 
kanonicznej i wyznacz równania asymptot jej wykresu. 
a) g(x) = f(r+4)-1 b) g(x) = f(-2) c) g(z) =3— f(x) 
OSS =" E 
a) g(x) = =o ró=ll= == H2 
Asymptoty: z = —5, y = 2 
b) g(x) = ŻE +3=-7 +3 


Asymptoty: x = 1, y = 3 


c) g(2)=3+ 3 -3= a 
Asymptoty: z = —1, y = 0 


Zestaw Il - ćwiczeniowy 


11. Na rysunku obok przedstawiono wy- Yt 
kres funkcji f(x) = = +q. 
a) Podaj współczynniki p i q oraz wy- 
znacz miejsce zerowe funkcji f. 
b) Odczytaj z wykresu, dla jakich ar- 
gumentów funkcja f przyjmuje warto- 1 X 
ści większe od 5, a dla jakich — mniej- a 
sze od 3. 
12. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzinę, zbiór wartości oraz miejsca 
zerowe. Dla jakich argumentów funkcja ta przyjmuje wartości dodatnie? 
z 3r _ 2+3 _ 3x—12 
a) f(a) = 25 e) f(a) = ZE e) f(2) = 1 
__ 8-24 __ —3%—6 __ 8«c+12 
b) f(z) = ČZ d) fe) = = NODE 
13. Wykres funkcji f przesunięto o wektor u. Podaj wzór otrzymanej hi- 
perboli oraz współrzędne punktów, w których przecina ona osie układu 
współrzędnych. 
—2 m p rlo y 
a) f) = = f2, 1] c) f(z) = c+3 u = [0,2] 
3 30 
b) f(a)=4- 3, T=- d) fe) = 2 T = [2,3] 
14. Wyznacz dziedzinę wyrażenia, a następnie je uprość. Oblicz jego wartość 
dla z = —2. 
x?—9 x?+9r+8 17+10x+25 
a) «3—3q2 c) 2x1+16 e) «2+44u-5 
15-810 x1?+2x—3 4z?—1 
) «2+-9 d) x2-1 ) 2x3+1x2—6x—3 
15. Wyznacz dziedzinę wyrażenia, a następnie je uprość. Oblicz jego wartość 
dla z = —7. 
«3 —3a2 -3z—1 124 3 . «2 +2r+4 
a) 16-24 xz2—2r+1 b) (z 8) i «c+2 
16. Wykonaj działania. Odpowiedź podaj w najprostszej postaci. 
4 3 5x £ 
a a oa a 
3x+1 c c+3 , x-3 «2+9 
b) c+1 «c+2 e) c-3 © -3 c2—9 
1 3a 1 1 3 
c) z2+2x+1 x+l Da taa" 9x2—9x+2 
u3-3a2 + 3x — BŻ=R A(w=1)s(e +2) _ Te +2 
SAR. -2i 16. a) "T-DG-2) CERCEI) 
= (2=1)3 |, 22-4 _ (3z+1)(:+2)+z(r+1) _ 2z?+4r+1 
-(x7+4)(x7-4)  («-1)7 b) (w+1)(z-F2) (z + 1)(z + 2) 
OT ECAD 2-1 c(z-- -3x2 — 30 
0 e OD 2 
D= Ry f 2,1,2}, © 53 d Sele Diea 1) - 8(x12-1) _ 2x +8 
BIO 5 > = 
di Rae m s e) (c +3)2 + (x—3)2-(x2+9) _ z? +9 
= 2 - 2 4): E = «2-9 ZEM) 
(z ) (c c ) 12+2x+4 f) 3a 2 toa i 6x 
= gó — 4 (3a — 1) (3x — 2) (3x — 1) (3x — 2) 


D=RĄf-2, 45 


11 


12. 


13. 


14. 


.a)p=l,q=2, 


f(x) =0 dla z = —4 


b) f(x) > 5 dla z € (1;2), 
f(x) <3 dla 

x E€ (—o0; 1) U (4; o0) 

a) D = f(D) = R \ {3} 
ToS odar S0; 

f(x) > 0 dla 

x € (—0o;0) U (3; oo) 


D =R|(-2), 
f(D) = R \ {2}, 
f(x) =0 dla z = —5, 
f(x) > 0 dla 
pE (se -2)U(=7c5) 
d) D = f(D) = R \ {-3}, 
f(z) =0 dla z = —2, 
f(x) > 0 dla z € (—3; —2) 
e) D = f(D) = R \ {3}, 
IG) =0clk a =4, 
f(x) > 0 dla 
x E€ (—00;3) U (4; oo) 
f) D =R\ {-3} 
f(D) =R \ {3} 
f(z) = 0 dla z = —4 
f(x) > 0 dla 
x E€ (—0o; —4) U (—3; oo) 
a) Y EET, (7, 0), 0 =g) 
b) y= o (—ż,0), (0, 1) 
c) y= zii, (1,0), (0, 3) 
d) yY C (EL0), (0,9) 
a) >, D = R \ {0,3}, 2 
b) z(x? — 9), D =R, 10 
>>, B=RN=S),=> 
d) =, D =R \ {-1,1}, —1 
e) SĘ, D = R \ {-5, 1}, —1 
TE 
D =R\ {-V3, —4, V3}, —5 
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17.a) z? —1—12=0,x40 17. Rozwiąż równanie. 


> 0070 a) 5- E2 =r ©) Š +A 0 6) -t32 
b) x — 10: +21 = 0, z #0 s P a a A T 
v=o b) x+ =10 dj >= n j Ztl 4- E 
£ c-1 c—2 c+1 c 
c) 5x — 38 = 0, z 41, 
148 18. Rozwiąż równanie. 
38 2 
r= 5 ©'+x-12 _ 6 © _ 18 
a)>--—=0 d — += = 
d) z? — 8r +16 =0, z £1, s? +30—4 c+8 x 129 
wA z3+3x?+2r _ 2r-3 , 5r-3 2x? +x-6 
r= ) c2+2a =0 e) z c2 2+ x3 
edr Saa r a3 9x7—5a0 z l-z c+2 _ 9 
z=2 c) 3z—2 2+ z5-2 f) no t ga x2?+r—2 
f) -x° = —3, z # —1, 19. Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj z niego zbiór rozwiązań nierówności 
2. 16)<2 
g=—yB, = v3 4 3x—5 
erae z dla z>0 > dla z <2 
18. a) ee — 0, a) f(x) = 4 b) F(x) = 4 
r#—4,r£l = dla z<0 z dla xz è 2 
r=3 
b) SE+DG+2) _ 20. Rozwiąż nierówność. 
c©(ax +2) , 4 > a) 2-5 ʻi ) 3x z 20. 
Ea a) 7 3-44 8 r+2 ` x-2 
c= 
6 c+1 2x1+2 c+l 
c) 9a? — 12r +4 =0, z # 3, b)=<5 e) 2 > T— M1 a 
sprzeczne 3-0 1 3 s 8 1+« 
dja” 407-360 z 2 3, e) 1 7 Rosi i=7 E dresy 
> Š 2 T 21. Rozwiąż nierówność. 
T 1 z+1 3 1 1 1 
e) —4x = —6, 120 aca a a SRR 5 
3 
= 3 20+3 c+2 , x-3 1 
a> < 
for =o r7 2a Hetaa a da" 1 x2-1 
a 22. Rozwiąż graficznie równanie f(x) = g(x) i nierówność f(x) > g(x). 
19. a) z € (—00;0) U (2; 00) 2 —3a—1 
b) z € (1;00) a) f(z)=—-, g(z) = 2x b) f(z) = zir > gl%)=z—1 
20. a) x € (0;4) ; 23. Dana jest funkcja f(x) = SĘ. Rozwiąż nierówność: 
b) x € (—00;0) U (5; 00) 
6 Ad a) F(a) < f(2 +1), b) f(z —3) > f(e). 
d) z € (3;3) 24. Dla jakich wartości parametru m równanie ma dwa rozwiązania? 
e) z € (1; œ) 4 m-3 
f) z € 5 —1) U (2; o0) a) e+z=m Wa. 
g) z € (—2;0) U (2; 10) 25. Dla jakich wartości parametru m nierówność jest prawdziwa dla każdego 
J J 5 
h) z € (—00; —7) U (—3; —1)U 1ER? 
U(1; 00) ma+5 c?+c+1 —12-1 
i) TE (—00; —3) U (0; œ0) ) z2?+1 >0 b) —17+ma-9 <0 c) mz?-—2 >0 
21. a) x € (—0;—2) U (—1; 0) U (1; c0) 24. a) m € (—00; —4) U (4; oo) 
b) z € (3; oo b) m € (—0o; —6) U (2; 3) U (3; oo) 
PzESZ=DU(=RFE) 25.a)m=0 
d) z € ZE TNU 2) b) Licznik jest dodatni dla każdego 
22. a) f(x) = g(x) dla z € {—1, 1}, x € R, czyli mianownik musi być 
f(z) > g(z) dla z € (—0; —1) U (0; 1) EE każdego z € R. 
b) f(x) = g(x) dla z € (-3,0), A=m —36 < 0, czyli m € (—6; 6) 
f(x) > g(x) dla x € (—0; —3) U (—1; 0) c) Licznik jest ujemny dla każdego 
23. a) z € (0;1) z E R, czyli mianownik również 
; - ea A= musi być ujemny dla każdego 


x E R, stąd m E (—00;0). 
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Zestaw III - podsumowujący 


26. Wyznacz dziedzinę i miejsca zerowe funkcji f. 
c—4 3 c+-2 c—3 
a) f(z) = a= co) fa) = oa ae 
c+6 1-2 21—5 
b) f(n) = -2 d) f(s) = qq t ze-2 


Punktem kratowym w układzie współrzędnych nazywamy punkt, którego 
obie współrzędne są liczbami całkowitymi. 


27. Wyznacz współrzędne wszystkich punktów kratowych należących do wy- 
kresu funkcji f. 
2x+1 2x+20 
a) f(z) = ŻE e) fa) = E 
-. 228=2 __ 3x+6 
b) f(z) = = d) f(z) = = 
28. Wyznacz największą liczbę całkowitą spełniającą nierówność. 
z 1 2 
c-5 «c+2 2 
b) 109 ) +1 S oH 
29. Rozwiąż równanie. 
5 z-1| _ 1 _ 2 
a) jz=7 I c) z = e) |3—-z|  |20—1] 
6 6xz—3 3 
—— i—i — — 1 —. 
b) /(1-32)2 5 d) 2xz+1 | ) |c+2| 8 
30. Rozwiąż nierówność. 
9 1 1 1 
a) izaj 1 b) rza >? ©) mra ? eal 
31. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzinę i zbiór wartości. Określ 
liczbę rozwiązań równania f(x) = m w zależności od parametru m. 
2 
a) fla) = > c) [(a) = = +3] e) fa) = FL 
== 2 T 
b) fa)= pt3 Dept A = 
32. Rozwiąż graficznie nierówność. 
2z—1 T=% 
a) z |<3 b) |=|>3 c) <1 
33. Dla jakich wartości parametru m równanie |3 — |= = m ma dwa pier- 
wiastki dodatnie? 
31. a) D = R \ {0}, f(D) = (0;00), d) D =R, f(D) = (3; 5), 


liczba rozwiązań równania f(x) = m 
0 rozwiązań dla m < 0, 


liczba rozwiązań równania f(x) = m: 
0 rozwiązań dla m € (—00;3) U (5; o0), 


2 rozwiązania dla m > 0 


b) D = R \ {=1}, f(D) = (3; c0), 


liczba rozwiązań równania f(x) = m: 


0 rozwiązań dla m < 3, 

2 SE dla m > z. 

A iz równania s. - |= 

0 rozwiązań dla m < 0, 

1 rozwiązanie dla m € {0,3}, 

2 rozwiązania dla m € (0;3) U (3; oo) 


1 rozwiązanie dla m = 5, 
2 rozwiązania dla m € (3;5) 

e) D = R\{1}, f(D) = (—00;0) 
liczba rozwiązań równania f(x) = 
0 rozwiązań dla m € (0; 1), 

1 rozwiązanie dla 
m € (—0o; —1) U {0} U (1; œo), 
2 rozwiązania dla m € (—1; 0) 


a 2 


26. a) D= R\ {į}, 
miejsce zerowe: -7 
b) D =R \ {0}, 
miejsca zerowe: —ż, 2 
c) DRN 12,50 
miejsce zerowe: 8 
d) D =R \ {-1, 1}, 
miejsce zerowe: 7 
27. a) f(x) = ERE = 2+ z, 
czyli x — 1 musi być dzielni- 
kiem 3, stąd z € {—2, 0, 2, 4} 
(—2, 1), (0,—1), (2,5), (4,3) 
b) (—25, —3), (—17, —4), 
(—13, —6), (—11, —10), 
0, —18), (-8,14), (-7,6), 
—18,1), (-10,0), 
1 


28. a T< s czyli z = —3 
b) z € (—5;3): 


czyli z =0 
c) x € (—00; —2) U (1; 4), 
czyli 1 =3 
jec C- UO 
czyli mi 
ŻEL a) a = 2, a = I 
bc==, = 
c) x =-—1 d)xr=0 e)r=% 
D > = z,T=-5 
30. a) z € (—0o; —1) U (2; oo) 
b) ae (4:4)U (653) 
c) w € (—00; —3) U (—3; 2) 
32. a) z € (—00; —7) U (—1; co) 
b) x € (1;3) U (3; 4) 
c) z E€ (—00;0) U (2;0o) 
33. m € (0;3) U (6; oo) 
f) D =R\ {1}, /(D) = (=1;00), 


liczba rozwiązań równania 
f(z) = 

0 rozwiązań dla m < —1, 

1 rozwiązanie dla m € (—1; 1), 
2 rozwiązania dla m > 1 
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36. 


37. 


38. 


39. 
40. 
41. 


a)m=l 
b)m=-3 
c)m=-i,m=5 
a=3 

36 = Tdlazr=—1 
lub z = —4 


Współrzędne punktów prze- 
cięcia: (—1, 1), (—3,—3) 
Asymptoty wykresu: z = 3 
i= s) 
BRR" 
Wykres przechodzi przez 
punkt (1,0), czyli a = 6. 


f(x) < 

25 <0 dla x € (0;3) 
y=-z+liy=c+5 
c=-—2y= 
oe 


Wykres przechodzi przez 
punkt (0,2), czyli a = —2. 


—2 T 
f(0) = 5 +3= 8 


f(z) = 0 dla z =-5 
vı = 80 km/h, v2 = 70 km/h 
vı = 18 km/h, v2 = 14 km/h 
v — prędkość prądu rzeki 
22,5 min to $ h 

wi = miu ta 0<v< 20 


v? + 96v — 400 = 0 
v = 4 km/h 
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35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


34. 


Przeczytaj zamieszczony w ramce przykład. 


Wykaż, że funkcja f(x) = ŻĘ 


jest rosnąca w przedziale (—3; oo). 
Zakładamy, że xı < 12 oraz z1, %2 E€ (—3; 00). Wówczas: 


z = 202 m 201 z 2%2(11+3)-201 (023) = 6(«%2—211) 
j)e)=Jm=gua (1243) (01 +3) (c2+3)(01+3) 
Z założeń wynika, że £ — 1, > 0, £2 +3 > 0ia,+38 > 0, zatem 
f(x2)— f(xı) > 0, co oznacza, że funkcja f rośnie w przedziale (—3; oo). 


a) Wykaż, że funkcja f(x) = —5 jest rosnąca w przedziale (2; oo). 


b) Wykaż, że funkcja f(x) = z jest malejąca w przedziale (—1; oo). 


Dla jakich wartości parametru m przedział (0; 4) jest zbiorem rozwiązań 
podanej nierówności? 
2 


a) >m b)--<m c) t> m? 
T T T 
Wykres funkcji f(x) = RER: nie ma punktów wspólnych z prostą x = —2. 


Oblicz a oraz wyznacz współrzędne punktów przecięcia wykresu funkcji f 
z prostą y = z. 


Funkcja homograficzna f jest malejąca w przedziałach (—oo; 3), (3; oo), jej 
wykres nie ma punktów wspólnych z prostą y = 3, a miejscem zerowym 
jest liczba 1. Wyznacz wzór funkcji f i rozwiąż nierówność f(x) < 1. 


Proste o równaniach y = —x + 1 i y = x + 5 są osiami symetrii wykresu 
funkcji homograficznej f. Wykres ten przecina oś OY w punkcie (0,2). 
Podaj wzór funkcji f i wyznacz jej miejsce zerowe. 


Dwa samochody wyjechały jednocześnie z miasta A do miasta B, od- 
dalonego od A o 560 km. rednia prędkość pierwszego samochodu była 
o 10 km/h większa od średniej prędkości drugiego, więc przybył on na 
miejsce o godzinę wcześniej. Oblicz średnie prędkości obu samochodów. 


Z dwóch miejscowości oddalonych od siebie o 126 km wyjechali naprzeciw 
siebie dwaj rowerzyści. Jeden z nich wyjechał godzinę później i jechał 
o 4 km/h szybciej. Rowerzyści spotkali się w połowie drogi. Oblicz średnią 
prędkość każdego z nich. 


Drogę w dół rzeki z punktu A do punktu B motorówka przepływa w czasie 
o 22,5 minuty krótszym niż drogę powrotną. Odległość między punktami A 
i B wynosi 18 km, a prędkość własna motorówki jest równa 20 km/h. 
Oblicz prędkość prądu rzeki. 


a) Zakładamy, że xı < £2 oraz 11, 12 € (2; o0). Wówczas: 
4(x2-71) 


Je m22) -2) 
Z założenia 12 — zı > 0, z2 — 2 > 0 i zı — 2 > 0, zatem f(x2)— f(xı) > 0, 
co oznacza, że funkcja f rośnie w przedziale (2; oo). 


Zb — 
«1-2 


b) Zakładamy, że 11 < z2 oraz 11, x2 € (—1; o0). Wówczas: 
4(x1-72) 


© T245 Tio 
NASIENNE EN 
Z założenia 11 — 12 < 0, 12 +1>0ia1+1>0, zatem f(x2) — f(a1) <0, 
co oznacza, że funkcja f maleje w przedziale (—1; oo). 


5.7. Funkcje trygonometryczne 


Funkcje trygonometryczne kąta ostrego B 
ina = Å tga = 2 @ 
sina =- SOA n 
cosa = È ctga = e z) A 
3 A b [oj 
8 30 45 60 sin? a + cos? a = 1 1. a) b = 3, c = 3V5, 

: 1 v2 v3 e E E -%5 
sın a 2 2 "2 m2 Sia) sin(90° 8 a) = cos Q sin a = ~>, COS Q "5 
cos a v3 2 1 SG cosa ; ctga = 3 

2 2 2 cos(90” — a) = sina 
COSS hjib=ś, c= oa 
tg a 43 1 V3 cte o E è i a > 
3 = i tg(90° — a) = ctga tga = ź, ctga = $ 
z 3 z 
ctga v3 1 3 agas tga ctg(90° — a) = tga doe enta 
sin a = 2, tg a = 2V6, 
ctga = = 
Zestaw | - wprowadzający ijo= 22 = 
. Pe z ża i — 3v10 — v10 
1. Oblicz długości pozostałych boków trójkąta prosto- a a ELO 
il 
kątnego ABC (rysunek obok) oraz wartości pozosta- ciga — z 


łych funkcji trygonometrycznych kąta a. 2. a) b = 40V3, c = 80, A= 60° 


a) a = 6, tga = 2 c) a = 6, cosa = żŁ b) a = 6V3, c = 12, 6 = 30° 
b) a=2, sina = $ d) c= v5, tga = 3 T ges 
B = 60° 
2. Rozwiąż trójkąt prostokątny ABC (rysunek powyżej), w którym: 3. a) sina = rj, cosa = 4, 
a) a = 40, a = 30°, b)b=6,a=60,  c)a=v2-1, b= v6- v3. tga = 5, ctga = FE 
. PE. o. o. b) sina = 4, cosa = YE, 
3. Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych kąta ostrego a, jeśli: aS ay7 „cisa = OA 
b o 3 o o z EJ 
a) sin(90° — a) = 3, b) cos(90*—a)=3, c) tg(900—a)=— leno = Ż epa 
-m -i 
4. Oblicz wartości pozostałych funkcji trygonometrycznych kąta ostrego a. Ee = za Tm 
a) cosa = z; b) sina = È c) tga = v6 d) tga = 2/2 4. a) sina = 3, tga= F, 
ctga = 5 
5. Oblicz miarę kąta ostrego a, jeśli wiadomo, że: Dewe = i, iges h, 
3- sina 1 1 1 15 
OZNA z = isa = F 
a) 5 2 d) sina cosa í 5 A $ = = 
jaca i c) sina = —*, cosa = 7, 
b) sina = v3 cosa, e) zo małaż . ctga = SE 
; 2 an3 d sina = 22 cosa = Ł, 
c) V2sina — cos? a = sin? a, o ee E ) z” $ 
SIn Q COS Q ctga =" 
5. a) sina = 4, czyli a = 30° 
b) #22 = tga = V3, czyli a = 60° 
c) V2sin a = sin? a + cos? a = 1, sina = a , czyli a = 45? 


d) sin a = cosa, czyli a = 45° 


e) EGP Ursino) _ 1 | sin? a = 3 oraz sina >0 


1-sin? a 2 
sin a = = , czyli a = 45" 
sina(sin? a+cosża) _ 1 _ ssp . — o 
f) = za = 2, Skąd cos a = 5, czyli a = 60 
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5 cos a 5 cos a 
= liga-$=f=1ż 
=4tga+ zo = 133 
0 a) = 


. a) (sina + cos a)? = 


= sin? a + cos” a 


+ 2 sin a cos a = 

= TEO 
=1+2.3=35=15 
b) (sin a — cos a)? = 


= sin? a + cos? a+ 


— 2 sin a cos a = 


1 1 
=1-2-:5=4 


c) (sin? a — cos? a)? = 
= (sin a + cos a)” 
-(sin a— cos a)” = $ 
. Sin a = cos 8 oraz 
sin 6 = cosa 

a) cosa + cos 6 = 

z 


= sin 8 + sina = 5 


b) (sin a + sin 8)? = 


= (sin a + cos q)? = 


= sin? a + cos? a+ 


+2 sin a cos a = 


= 1 + Żsinacosa 


(Y = 1+ 2sin acosa, 


5 
czyli sin a : cosa = 35 - 
Zatem sin a : sin 6 = 
= sin a - cosa = 

c) cosa : cos 6 = 

= cosa: sina = # 

. a) œ = 36,9”, 8 ~ 53,1, 
a= 0 D=€ 
be <0 SA5 
a=b= 5V2 

0) a = a a E= E 
GZK 0 = 5V3 
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10. 


11. 


13. 


=] 
ooo 
EEH 
ELE] 


10. 


11 


13. 


Kąt a jest ostry oraz tga = 3. Nie wyznaczając wartości sina i cosa, 
oblicz wartość wyrażenia: 
3 sin a — Żcosa 4 sin? a + 5 cos? a (sin a + cos a)? 
a DŻ es 3 dr =- wa” 
5cosa sin a cosa cos* a 

Kąt a jest ostry oraz sina: cosa = > Oblicz wartość wyrażenia: 

a) (sina + cosa)”, b) (sina — cosa)”, c) (sin? a — cos? a). 
Dla kątów ostrych a i 6 pewnego trójkąta prostokątnego zachodzi równość 
sin a + sin 6 = z. Oblicz: 

a) cosa + cos 8, b) sina -sin £, c) cosa - cos p. 
Rozwiąż trójkąt prostokątny o przeciwprostokątnej długości 10 oraz kątach 
ostrych a i 8 spełniających warunek: 

a) sina: cos 6 = 0,36, b) tga +tgß = 2, c) cosa -tgb = 1,5. 
Uprość wyrażenie tak, aby występowała w nim jedynie funkcja cosinus. 
Oblicz jego wartość dla cos œ = E, jeśli a jest kątem ostrym. 

132 1l-tg?a tg? a 

a) (tsat zz) b) pptgza © gati 

Oblicz z. 

a) b) 

Ñ 1 
A i 30° 60° 
EF 2⁄3 | | żę 

Wierzchołek latarni morskiej znajduje się 30 m nad poziomem morza. 
W kierunku latarni płynął ponton, z którego było widać jej wierzchołek 
pod kątem 10”. Po pewnym czasie ponton zbliżył się do latarni tak, że 
jej wierzchołek było widać pod kątem 35°. Jaką odległość przebył ponton 
w tym czasie? 

Z jednego okna latarni morskiej widać kuter pod kątem 10”, a z drugiego, 
położonego 4 m wyżej — pod kątem 11°. Oblicz odległość kutra od latarni. 
A) (kaca) = (8 1a) = (mea | niet — 

= Eo Jer 93 

b 1- sin? a cos? a—sin? a 

b) Hi = oaza = EE = cos? a — sin? a = 2 cos? a — 1, —4 


3 


c) l-cos*a, 3 


.aj1=14+3Yy3 b) g= 2 o e= sy 2 
12. 


30 30 


= 
tg 10° tg359 0 


30(5,6713 — 1,4281) = 127,296 
Ponton przebył około 127,3 m. 


Kuter znajduje się około 221,5 m od latarni. 


Funkcje trygonometryczne dowolnego kąta 


Niech P(x,y) będzie dowolnym punktem, róż- 
nym od początku układu współrzędnych, leżą- 
cym na ramieniu końcowym kąta a € (0°; 360°). 
Wtedy: 
sin a = >, tga = * (z #0), 
| aga= (#0), 
gdzie r = |OP| = V27F y2. 


Tożsamości trygonometryczne 


Y 
T 
T 
cos a = — 
T 


sin” z + cos? z = 1 dla dowolnego x € R 


tgr = 92 dla z ER\{Z3+kr: kez} 


COS T 


eZ = "= dla z € R \ {kr: k € Z} 


ET jea il km. 
ctg z = —— oraz B= dla z € R \ =: kez} 


ct 


1+ tg? z = 


dla z eR1f7+ kr: kez} 


Cos? x 


7 dla s € R | fkr: k € Z) 


sin 


l ap c= 


Wzory redukcyjne 


sin(—q) = — sin a sin(3 — a) = cosa 
cos(—a) = cosa cos(7 — a) = sina 
tg(-a) = -tga tg(3 — a) = ctga 
ctg(—a) = — ctga ctg(7 — a) = tga 
sin(T — a) = sina sin(r + a) = — sina 
cos(T — a) = — cosa cos(T + a) = — cosa 


tg(r + a) = tga 
ctg(r + a) = ctga 


sin (27 + a) = — cosa 
cos( 37 + a) = sina 

tg(Ę SF a) = — ctga 
ctg(3 +a) = -tga 


X 
sin(57 + a) = Cosa 
cos(7 + a) = —sina 
tg(z dE Gy)  =Ciżo 


Wzory redukcyjne moż- 
na stosować dla tych ką- 
tów, dla których dana 
funkcja jest określona. 


sin(2T — a) = —sina 
cos(2T — a) = cosa 
tg(2r — a) = -tga 
ctg(2T — a) = — ctga 
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14. 


15. 


a) sina = $, 


tga = $, ctga = 3 


_d 
COS A = 5, 


b) sina = —5, cosa = —Ś, 
tga=3,ctga=H 

c) sina = — , cosa = 7, 
tga = 12 ctga = 5 
d) sina = {%2 cosa = Ż, 
isa = ll cige = =1| 

a) sin 765° = 

= sin(2 - 360° + 45°) = 

= in = © 


b) cos 1200” = 

= cos(3 - 360° + 120”) = 

= cos 120° = cos(90” + 30°) = 
= —sin 30° = —5 

c) tg810” = 

= tg(4- 180” + 90°) = tg 90°, 
nie istnieje 

d) cos(—1395°) = 

= cos(—4 - 360° + 45°) = 

= cos 45° = = 

e) sin(—1710”) = 

= sin(-5 - 3607 + 90°) = 
=giagif = I 

f) v3 

g) sin 960° = 

= sin(2 - 360° + 240°) = 

= sin 240° = sin(180° + 


-60*) = — sin60* = — 
h) — 
16.a) z b) 1 
17. a) 5=90 b) 5 = 90° 
jz=30 dz = 1 
5. Powtórzenie 
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14. Oblicz wartości funkcji trygonometrycznych kąta a, jeśli do jego ramienia 

końcowego należy punkt A. 

a) A(8, 6) b) A(—3, —4) c) A(5, —12) d) A(4, —4) 
15. Oblicz. 

a) sin 765° c) tg810? e) sin(—17107) g) sin 960? 

b) cos 1200° d) cos(—1395°) f) tg 420° h) tg(—750°) 
16. Oblicz. 

a) cos? 180° — sin 120° : cos 150° b) sint 405° + sin? 405° : cos? 405° 

tg 45° — tg 135° cos? 405° - tg 405° 

17. Wyznacz miarę łukową kąta środkowego w okręgu o promieniu r, opartego 

na łuku o długości l. Podaj miarę tego kąta w stopniach. 

a)r=2l=n  b)r=8,l=4r c) r=4l=3 d) r=8,l=3m 
18. Oblicz wartości pozostałych funkcji trygonometrycznych kąta z. 

a) snr=3 i x € (Z;m) c) tgr=Ś i ze(r êr) 

b) singz = —Ź i z€ (ër; 2r) d) tgx = -3 i z €(ż;7) 
19. Sprawdź, czy istnieje taki kąt x, dla którego: 

a) sina = 0,6 i cosg = 0,8, c) sing =% i tgi=g, 

b) sinz = 0,5 i cosg = 0,5, d) sing = i tga=g. 

Wykres funkcji sinus 
LJ fa) = sina 


20. 


18. 


19. 
20. 


Naszkicuj wykres funkcji f(x) = tgx. Podaj jej dziedzinę, okres podsta- 
wowy, miejsca zerowe i przedziały monotoniczności. 


V2 
4? 


a) cosz = = tow 


GURU = TV2 


b) cosx = zB, tgr =—5, 


c) sina = — 5, COSW= -2, 


ctg i = = 

d) sinz = sie 
ctg r = -4 

a) tak b) nie c) nie d) tak 
D=R\ {5 +ka:kEŻ) T =m, 
tgu=0dlaxcr=kn,keZ, 

rośnie w każdym z przedziałów postaci 
(=> Flm 5 +b), GE 


Giga ==2X 


COS T = 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


25. 


Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj z niego jej zbiór wartości. 
a) f(z) =snr +2 e) f(x) = 3cosz — 2 
b) f(x) = cosx — 1 f) f(x) = 2cosz +3 


c) f(x) = Żsinz — 5 
d) f(x)=2tgxr+1 
Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj z niego jej miejsca zerowe. 

a) f(a)=sin(r—7) b) f(a)=cos(r+7) e) f(a) =te(c + 7) 


Wyznacz okres podstawowy funkcji f i naszkicuj jej wykres. Odczytaj 
z niego zbiór wartości funkcji f oraz jej przedziały monotoniczności. 


a) f(x) = —2sin 2a e) f(x) = cos(2z — 7) 
b) f(x) = —3 cos 4x f) f(x) =sin(zz + 7) 
c) /(a) = Htg2e g) fla) = 1+tg(żr +3) 
d) f(x) = sin(2x + 7) h) f(x) = 2 — cos(2a — 7) 


Rozwiąż równanie. 

a) sin3z = 3 d) 
b) sin(3x — 5)=0 e) 2cos(3x — 3) = -v3 
c) cos(x- 4) = ż f) v3tg(3z + zn) =1 


g) 2sin? 2z = 1 

h) tg? 2x =1 

i) |cos2z -1| = 4 
Rozwiąż nierówność dla x € (—2m; 2r). 
d) sin 2a < A 
e) cos > ż 
f) 3tga<y3 


a) sing < ż 

b) vV2cosz > 1 

c) 2cos4z > —1 
Rozwiąż nierówność. 
g) |3tgz| < v3 
h) |4sinxr + 1| <3 
i) |4cosz—1|>1 


a) 2sin*xz < 1 
b) 4co? 1 —3 <0 


c) sinr—1>0 


d) tgr <1 
e) sinzcosz > 0 
f) 2|cosz|>1 


Wyznacz dziedzinę i zbiór wartości funkcji f. 
a) f(z)=|1-tgz| — 2 d) f(x) = 3sin? z + 2 cos? z 


b) f(x) = 2 -— 3|sin z| e) f(x) = = 
c) f(a)=sin*x—cosżr+1 f) fa) = msz 


Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakich wartości parametru m równanie 
f(x) = m ma rozwiązanie? 


a) f(z)=|sna|-1 b) f(x) =3—2|cosz| c) f(x) =|tgz| —4 


a) z € (—2m; Tr) u ( Ir; E) U (ŠT; 2m) 

b) z € (—2m; zn) U( x; F) U (4r; 27) 

c) z (—2r; =r)U( Žr; fr)u( ZT; gr)U( Žr; U( %.7)U 
U(5; gn) U (gn; gn)U (37; gn) U (gm; 2r) 

d) z € (—2m; r) U( Št; gr)U( m; 5)U(5;gm)U (fr; 2m) 

e) x € (~r; 2r) 

f) x € (—2m; Hru ( 2m; žm) U( T: T) U (3; gm) U (Zr; 2m) 
oen 2. 

h) e E (mE) U (m; zm) 

i) z E€ (—2m; =r)U( Tr; gr) U (0; 5) U (m; gr) 


21. a) (1;3) b) (—230) e) (-2;1) 


d) R e) (—5;1) £) (1;5) 
22.a)u=7q+kn,keZ 
b)r=Z+kn,kEZ 
T 


=-5+kn,kEZ 
23.a)T=n, f(D) = (—2; 2), 
maleje w przedziałach 
(=F FR 7 e M), 
rośnie w przedziałach 
(x+km;żm+kn),kEZ 
b) T = 4r, f(D) = (-3;3), 
maleje w przedziałach 
(—2r + 4km; 4kn), 
rośnie w przedziałach 
(4kn; 27 + 4km), kEZ 
c) T= 5, f(D)=R, 
rośnie w przedziałach 
(=I Fk 0 +65) BĘ 
d) T =r, f(D) = (-1;1), 
maleje w przedziałach 
(5 + km; GT + kr), 
rośnie w przedziałach 
(r +kr; z +kn),kEZ 
e) T =r, f(D) = (-1;1), 
maleje w przedziałach 
(3 Fkn; Zm + kn), 
rośnie w przedziałach 
(== Fl F Flm), WE 
f) T=4m, f(D) = (-51), 
maleje w przedziałach 
(Z + 4km; śm + kn), 
rośnie w przedziałach 
(— 2r + 4km; Z + 4km), kEZ 
g) T = 27, f(D) =R, 
rośnie w przedziałach 
(2kr; 2(k +1)r) keZ 
h) T = r, f(D) = (1;3), 
maleje w przedziałach 
(-5 + km; 5 + km), 
rośnie w przedziałach 
(g+kn;zżr+kn),kEZ 


24. a) £ = gz + gkm, 
q=$Zn+gżkn,kEZ 
b)r=Zz+k5,kEZ 
c) z=—5 + 2kn, 
c==%+42kn keŻ 
djr=7+kz,kEZ 
e) £ = F + ĉkr, 
z= fzn+gkn,kEZ 
f) r=3+kZ, keZ 


+ kn, z = g +kn, 
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26. a) x € (-3 + km; 7 + kn), 


keZ Funkcje trygonometryczne sumy i różnicy kątów 
RA (5 + km ga + kr), Dla dowolnych a, 5 € R: 
c)r=Z+kn,kEZ sin(a + 8) = sin a cos 8 + cos a sin 6 
d)zE(-7+kn;4 + kr), sin(a — 8) = sin a cos 8 — cos a sin 6 
śe cos(a + 8) = cosa cos 8 — sin a sin 8 
e) z (kr; Z H kr), keZ 5 : 
f) w €(-5 + kr; E +kn), cos(a — 8) = cosa cos 6 + sin a sin 8 
keZ a 
l z > Z ; 
g) z E€ (3 + kn; Z + kr), (Roka |, to ? 
keZ eo o ee oraz tg(a 8) = tga- tg 
h) z € (gr + 2km; ża + 2km) "ACTA eoe 
U (r + 2kr; r + 2kr), Funkcje trygonometryczne podwojonego kąta 
kEZ aso : 
i) x € (—3 +2kr; 5 + 2km) sin 2a = 2sin a cos 
U (Z + 2km; žm + 2kr), k € Z cos 2a = cos? a — sin” a 
Hih 0) D = RY (3 SEZ cos 2a = 2 cos? a — 1 
f(D) = (-2;00) : 
b) D=R, f(D) = (—1;2) cos 2a = 1 — 2sin' a 
0) D= R, A) WE Jeśli œ € R \ {+2 + kr, Z + kr: k € Z}, to: 
d) D =R, f(D) = (23) a 
e) D=R\ {Z3 + kr, Z + kr: mem 


k € Z}, f(D) = R\ {0} 


28. a) m € (—1;0) b) e (1;3) 


O € (es) " Zestaw IIl - podsumowujący 
29. Przyjmujemy, że są spełnione 


odpowiednie założenia, aby 29, Udowodnij tożsamość trygonometryczną. 


równania miały sens. p) sinów İ—-cos2r 
| a) sina 3 cos z = 2sin(x + 5 = 
a) 2sin(x + 3) = ) +y3 ( w 5) ) 1+cos 2x sin 2g 
= í T ETNE x l-tg?z 
= 2(sin s cos §+cos z sin 3) b) sing — V3cosz = —2cos(x + 7) d) cos2z = | 
= 2(sing : 1 + cosg: 2) = gł z 
= sin x + V3 cos x 30. Udowodnij tożsamość trygonometryczną. 
1 1 2 š y 
b) —2 cos(x + 5) = P] a) = + e «o€ d) tg” x — sin” z = tg? z - sin? z 
z z = T T 1n z 
= —2(cos z cos 5 — sin z sin 6) taa i 
; = ON 3 : 
= -2(cosz- A — sins. 1) = b) sin z cos z = nz e) tgz(cosz + cos? ©) = sin z + 3 sin 2x 
= sin z — V3 cos x 1-sinz COS T 2 . 
) Zoa f) 1 + cos? 2x = 2(sinf x + cost x) 
c) gbadw COS T 1-sin z cosg 
1-+cos 2z 
aa sin 2z2(1-cos 2x) = 31. Oblicz 
(1+cos 2x) (1—cos 2x) g 
Ea = a) sin ę c) sin 13° cos 17° +sin 17° cos13° e) sin 105° cos 105° 
—COS T 
— sin2ze(l-cos2z) _ T7 pe ogg HE T T 2 o 2 o 
= A nk b) cos 57 d) sin Ẹsin f — cos Ty COs f f) cos? 105° — cos? 195 
—_ 1-2cos2z 
SE NE 30. Przyjmujemy, że są spełnione odpowiednie założenia, aby równania miały sens. 
1-tg2 ERAF 1 1  _ _l+cosr+l- E 0. A 
d) R = 1+ palm a) l-cos z 1+cos z ESO GER 1-cos? x sin? © 
koci tgr a sing — sing , dy R 
NE b) EJ ue Ę Cosa COS © = sin 7 COST 
|| cos? z+sin?z z c) 1-sinz cosx __ 1-2sinx+sin? x+cosż a _ 1l-2sinq+1l __  2(1-sinz) _ 2 
ZA: z ? cos z 1-sin z cos z(1-sin z) cos z(1-sin z) cos z(1-sin z) COS Z 
= i — 7 AŻ z e 2 2 Ta EBE T A 
cos T sin z cos 2% d) tg? z sin? z = sia E sin? z — Bin t SRA 6, am a | — sin esin Zo 
BEV2 e ! 
81a o BE = tg” z - sin” z 
c) 4 d) -4 e) tg x(cos x + cos? x) = RE (cos x + cos? z) = sin z + sin z cos z = 
MEE dl : A> M2 
e) =. BEŻ = sin z + 5 ` sin v cos z = sin z + 5 sin 27 


f) 2(sin* z + cos” z) = 2[(sin” z + cos? x)? — 2sin” z cos? z] = 2(1 — 3 sin” 22) = 


= 2 — sin? 2x = 1 + 1 — sin? 2a = 1 + cos? 2x 
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32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


41. 


39. 


40. 


41. 


Wiadomo, że sin z = $ i z € (Z; m). Oblicz: 
a) cos (x + 7), b) sin (£ — z), c) 
Oblicz sin x i cos z, jeśli wiadomo, że: 

a) cos2z = 0,6 i x€ (0;7), 
b) cos2a = 0,6 i x€ (537), 


c) sin 


Rozwiąż równanie. 


a) sin? z = 1 — cosz c) 2cos3° x = sin 2x e) sinzcosz = į 
1 


b) 2sin? z = cos 2g d) sin 4x = cos 2x f) sin 2ztgz = 


Rozwiąż równanie dla z € (0; 27). 
a) cos? z +2cosz+1=0 
b) 2sin* x — 2V2 singz +1 = 0 


c) 2sin? z = 1 -sing 


d) 2cos* x = sing — 1 

e) 2cos? z + v2 cosg — 2 = 0 

f) 2cos* z — 3sin? z = 2 cos z — 3 
Rozwiąż równanie. 

a) cos 2x0 + 2 = 2V2 cos x 


b) 2sinf z — sin? z = 0 


d) 4cos* z — 7 cos? 1 +3=0 
e) tg a-3tgzr=0 


c) costz — sinf q = 4 f) 3tg? x — 3tg xr—tgr+1=0 


Wyznacz największe rozwiązanie równania należące do przedziału (0; r). 
a) sin 2x + v3cosz =0 
b) cos2x + 7sing+3=0 


c) 2sin? z + 3cos?z — 2sin z = 3 

d) 2cos? x — 2 cos? x — cosx + 1 = 0 
Rozwiąż równanie. 

a) sin? 2x + 6sin? 1 = 6 


b) 2sin* 2x + 3 cos 2x = 0 


c) sinf © + cost z = cos 2x 


d) sin 8x — sin 4z = 0 


Rozwiąż równanie. 


) 2sin? r+sin z =) ) tg? z z vV3tga 
sin 20 m tg? 1-3 tg? c—3 
2 cos? «c—3cosc+1 p cos 2x1+1 
= d) 2 — 2sinz = ———— 
b) 4cos? 1-1 0 ) v2 MAP sin z 


Udowodnij poniższą równość. 


a) sin z + cos z = V2cos(z — 7) b) sin z — cos z = y2sin(x — 7) 


4 
Rozwiąż równanie. 
c) sing + cosg = v2 


a) sin x + cos x = 0 b) sina — cos g = 1 


a r=- t 2kr, £ = {n -2kn,kE€Z 

b) 1 = kn, kEZ 

cjz=kn keZ 

d) z 4 t 2km, © Am -2kr,keZ 

a) v2cos(x — 7) = y2(cos z cos 7 + sin © sin 7) = 
= y2(cos z - A - sinz- y2) = cost - sin z 

b) v2sin(z — 1) = v2(sin z cos Ẹ — cos z sin 7) = 
= y2(sinz - 2 coss- Ż) = sin COS T 

a) £= ŝn+kr, keZ 

b) £ = Z + 2kr, £ = (2k + 1)r, k € Z 

c) s= 37 t2kr, keZ 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 
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3 B= 

c0) 2 d)-5 

a) sin x = s, cos z = 2 
b) sina = $, cosx = a 
c) sin z = 42, cosg = H2 
d) sin z = — gg, cosg = H 


) S Hkr, x =2kr,k €Z 
b) x = ș t kr, z = 51 + kr, 


c) © % (SA, AB = Hkr, 
kez 

d) x 5 -km, £ ŠT HET, 
r=1+tmkeEZ 

e) £ = Z +kr, £ = ŠT + kr, 
kEZ 

M Gw="qT+iv5, WEZ 
a)z=nr 

b) r=}, r= 3% 

Q n= hma na 
d)z=2 

e)z=q,z=T 
2: LT B=F, 
SIER 

a) x = —4+-2km, z = 4 2km, 
keZ 

b) z kn, z x+żm,k Z 
c)z=-5g+kn, z=$5-+kn, 
kez 

d) xr = —§ + kr, £ = $ + kr, 
tT=kr kez 

ea sikna 
u=kn,k€Z 
fjag=-g+km, z= 45 a 


a) 5 b) brak rozwiązania 
c) m d) įr 
ajc=- km, kEZ 
b)z=-5+km x = 3 + kr, 
kez 

cjzr=kn,keZ 

dż g,f=-gh zy 
r=5+4, kez 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


42. a) Korzystamy ze wzoru 

na różnicę sinusów: 

sin a — sin 6 = 

a+B8 
2 


+. 0-8 
sın z 
GEE — 

7 = 


= 2 cos 
Ea aas 
S a 
stąda=Ti8=3 

2 cos 5x sin 2x = sin 71—sin 3% 


, 


2(sin 7x — sin 3x) + 2sin 3x = 


a 


sin 7s = 2 
Ta = q + 2km lub 
Ta = + 2kn 
- m jj. Żkm = Sn kT 
r= zty lubr = zeby: 
keZ 
13 1 1 
33 ady 238 wz dy 
3 9 11 
28 28 287 
Da 7 1 1_ 13 
) 30 7» — 367» 30 67; 307 
5 T R 5 
c) n e 15 15% 
6 3 
d) =" HT 
T 3 5 
a) BE (0; 7) U (Br; Zr)U 


Dasz 
U (57; 37) U (5m; ej 
o E (0; 27) 

d) z € fgm, in, Sn, ST) 


a) okresowa, T = m 


a) f(x) = 


miejsca zerowe: 757 


|cos 2(z — 


NIEDA JE 


b) f(x) =2|sin2(x + 7)|, 


2 śą 


miejsca zerowe: $m, gn 


3e 
a)ze( aan. Z 
b) z€ (k;k+3),kEZ 


a) a= —3, b = 4 lub a= —3, 
sm 

b)z€ (Ę T + 4km; Èn + 4km) 
kez 

c+y=g3 
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42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


51. 


52. 


49. 


50. 


51. 


52. 


T 


Wyznacz pierwiastki równania należące do przedziału (—3; 5). 
a) 4cos5rsin 2x + 2sin 3z = v2 
b) 2sin3x + 4sin z cos 4z = 1 


c) 4cos6z cos 2g — 1 = 2 cos 8x 


d) sin 3x cosg + $ = sin z cos x 


Rozwiąż nierówność w przedziale (0; 27). 
a) wie RE c) costz + sin” z < 1 


b) (cos 2a — 2)? < 8sin” z + $ d) cos? z sin z — sin? xcosx > Ę 


Naszkicuj wykres funkcji f. Czy jest to funkcja okresowa? 


a) f(x) = sin 27v — |sin2z| b) f(x) = |cosz| — cos z 


Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej miejsca zerowe należące do prze- 
działu (1;5). 

a) f(x) = |coszcos(3 — z) + sin z sin(§ 
b) f(x) =4|sin(x + 5) cos(x + 3)| 


-x)| 


Naszkicuj wykres funkcji f i rozwiąż nie- 
równość f(x) > 0. 


a) f(x) = cos mg b) f(x) = sin 2rz 


Na rysunku obok przedstawiono wykres 
funkcji postaci f(x) = acos(bz). 
a) Podaj współczynniki a i b. 


b) Rozwiąż nierówność 2 f(x) > 3. 


Wyznacz najmniejszą dodatnią wartość sumy z + y, jeżeli: 


1 
tgy 


2COST: COS Y 


=]|-tgz: 


Wykaż, że jeżeli x — y = 5 


z, to sin*(z + y) — cos*(x + y) = cos4z. 


a sin 2z% 


Podaj największy ujemny pierwiastek równania —8 cos* z = 0, jeżeli: 


(sin 15° + cos 15°)? 
sin 125? . cos 25? + sin 25? - 


cos 125° 


2 cos « 
1+sina 


2cosa_ | 
1-sina | 


Oblicz sin a + cos a, jeżeli 


= 5 oraz a € (3 ST; 27). 
Na podstawie wykresów funkcji f i g danych wzorami: 

(z) = v2|sin(z + Z) + sin(x — 7)|, 

g(x) = 


podaj zbiór rozwiązań nierówności f(x) < g(x) w przedziale (—r; m). 


2 (sin(x — Z) cos(x — Z) + sin(Ę — z) cos(£ — 1)) 


y=c-g 

sin” (20 — 7) — cos” (2z — 7) = 

= (sin? (2x — 7) — cos? (2x — 7)) (sin” (22 — 
3): | = — cos(4x 
Ze wzorów redukcyjnych: cos(mr — 4x) = 
stąd — cos(r — 4x) = —( 
a=3,«=$3 + kr lub z = —§ + kr lub r= §+kr, keZ 


Zatem największy ujemny pierwiastek z = — 5- 


Alcoa 2 4 
cos? a cosa 


5) + cos” (2x — 3)) = 
cos(mr — 4x) 

— cos4z, 

cos 4x) = cos 4x 


= — cos 2(2x z = 


2cosa į 2cosa __ 2cosa(1+sina+1-sina) 
1-sina ' 1+sina 1-sin? a 


cos a = 5, a € (Zn; 27), więc sina = y1 — cos? a = 


žr) U (—3; z) U (Žr; m) 


z. Zatem sin a + cos a = z. 


LE (= 


5.8. Funkcja wykładnicza 
i funkcja logarytmiczna 
Funkcja wykładnicza 


Funkcję postaci f(x) = a”, gdzie a > 0 i a Æ 1, określoną dla z € R, 
nazywamy funkcją wykładniczą. 


Y O<a<1ı 


o X 
Dla a € (0; 1) funkcja wykładnicza Dla a € (1; o0) funkcja wykładnicza 
f(x) = a” jest malejąca. f(x) = a” jest rosnąca. 


Logarytm 
Niech a i b będą liczbami dodatnimi oraz a Æ 1, wówczas: 

log,b =x wtedy i tylko wtedy, gdy a” = b 
Jeżeli a, b, x i y są liczbami dodatnimi oraz a Æ 1, to: 
log, a” = z log, (x - y) = log, z + log, y 
aSa? = b log, Ẹ = log, £ — log, Y 

log, 1? = plog, £, gdzie p E R 

Funkcja logarytmiczna 
Funkcję postaci f (x) = log, x, gdzie a > 0, a £ 1, określoną dla x € (0; o0), 
nazywamy funkcją logarytmiczną. 


Dla a € (0; 1) funkcja logarytmiczna Dla a € (1;0o) funkcja logarytmiczna 
f(x) = log, z jest malejąca. f(x) = log, z jest rosnąca. 


5.8. Funkcja wykładnicza i funkcja logarytmiczna 241 Ez” 


) 52 5 2 R 
3Y5_ 3Y5_ 
Guo © PEG 

= 5 = (i 

c) 9-V5, 9v5+2V2, 9-2V2 _ 

=% = i 


d) (2- v3)(2 + v3))? = 
=1°=1 

.a) 2m- 3> 1, 

czyli m € (2; o0) 
b)0<1-—4m<1, 

czyli m € (0; 4) 

0) Ż=wm* > l. 

czyli m € (—1;1) 

. a), d) a E (1;oo) 

b), c) ae (0;1) 


c) 23500) = (2) = 0,4 25 


a) 9V3 = 325, 272 = 345, 
3v3 mw se 921 = 34,2 


NI 


Zatem: 
3⁄3 < 9/3 < 927! < 27? 
Ds e EE 


DAE 


E 
Zatem: 

v5 
> 
(a GS2 


a) z € (0;0o) 
x E€ (—2;00) 
c) x € (—00;0) 
) z E (—2;c0) 
b) z € (~3;%) 
c) z E€ (—1;oo) 
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Zestaw | - wprowadzający 


1. 


10. 


11. 


9.a)z=-1,z=0 


10. a) 4 b) 
11.a) -1 b 


Przedstaw liczbę w postaci a”, gdzie a E N, z E€ Q. 


a) 31. 9-8 c) 326. BH e) Var. (V9) * 
b) 253 : 12572 d) 464: (0,5)* f) (0,04)-3 - V53 


Oblicz. 
a) |4-(05)7] s 


b) VB”. ByB+1. 1251- 


a v5 v2 
O ge 


d) (2 = v3)? (2 + v3)? 

Dla jakich wartości parametru m funkcja f jest rosnąca? 

a) f(z)=(2m—3)* b) f(z)=(1-4m)* c) f(x) = (2- m’)? 
Określ, do którego z przedziałów: (0; 1) czy (1;00) należy liczba a, jeżeli: 


ag < a’, b) a2 <a, c) a? <a”, d) a > 4. 
Porównaj liczby. Wpisz odpowiedni symbol: <, > lub = w miejsce ?. 


a) (2) Do b) 0,6 El (5) c) 2,525 [7] 0,4725 


Zapisz liczby w kolejności od najmniejszej do największej. 
a) 9v3, 273, 3⁄5, 921 b) 0,82, (38)75, (5)7*8, (4^ 


25 4 5 


Naszkicuj wykres funkcji f. Z wykresu odczytaj, dla jakich argumentów 
funkcja f przyjmuje wartości większe od 1. 


a) f(z) =2-— 27° b) f(1)=27-3%-2 c) f(z)=—2"'+3 
Dla jakich argumentów funkcja f przyjmuje wartości dodatnie? 


a) f(1)=9-37-1 b) f(z)=v2-4% c) f(x) = 5% — pe 


Rozwiąż graficznie równanie f(x) = g(x). 
a) f(a)=4.27—1, gaj=3""_ b) f(aj= 24, gfaj= 3 


Oblicz. 

a) log» 16 c) loga į e) logo s 32 g) logys 16 
b) log, 2 d) loga 2 f) logs V2 h) logz 2V2 
Oblicz. 


c) 3log2 — log 0,2 + log 25 
d) log z6 + 2logyz 2 — logyz 3 


a) logo > + logo4 3 — logo,4 2 
b) logg 15 — logy 7 + 2logy 6 


YA 


— pie 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Zestaw Il - ćwiczeniowy 


17. 


18. 


19. 


20. 


20. 


Oblicz podstawę logarytmu. 

a) log, 81 =4 c) log, 9 = —2 e) loga zz = 3 

b) log, 81 = —4 d) log,9 = 4 f) log, „z; = =1 
Oblicz z. 

a) log; z = —3 c) logr;+2) 27 =3 e) log,2_)5=1 

b) logygi=3 d) logi +1) 9 = 2 f) log (07 +3) =2 
Oblicz z. 

a) log, z = 2log, 6 — log, 4 c) loga = —2 + 3log 5 — log 0,25 

b) logo, £ = 1 + 2logy 53 d) log; x = 2log; 4 — log; 12 — 1 


Dla jakich wartości parametru m funkcja f jest malejąca? 
a) f(x) = log(3—2m) T b) f(x) = logim-2)(—7) 


Naszkicuj wykres funkcji f. Z wykresu odczytaj, dla jakich argumentów 
funkcja przyjmuje wartości większe od 1. 


a) f(x) = log; (x +3) +1 b) f(x) =log.(i +1) -1 


Rozwiąż graficznie równanie. 
a) 2711+29=3 b) 2el=xr+1 c) Żja| =3"— 1 
Rozwiąż równanie. 
2c1—2 
a) 16? = 2%: b) (8) sat o) +1 -3.2*2=80 
Rozwiąż nierówność. 
a) 9-5 > 27/8 b) (2)7* < 0,04 c) 25-(0,2)* < 5” 
Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj z niego zbiór wartości oraz przedziały mua » 
monotoniczności tej funkcji. Wyznacz wartości parametru m, dla których SAR = a = 


równanie f(x) = m ma dokładnie jedno rozwiązanie. 


LIT) e) f(0)=2F+4 


a) f(a)=2]2*-2 b) s) =| 


Twierdzenie o zmianie podstawy logarytmu 
Jeśli a, b, x są liczbami dodatnimi oraz a Æ 1, b Æ 1, to: 


a) 


o| 1 X Ol i X 
f(D) = (0300), f(D) = (0; c0), f(D) = (4; 5), 
rośnie w (1; c0), rośnie w (—1; 00), rośnie w (—00;0), 
maleje w (—00; 1), maleje w (—00; —1), maleje w (0; oo), 
m € {0} U (4; 00) m € (0) U (3; oo) m=5 
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21. 


22. 


23. 
24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


EIA 244 


a) 4 b)9 c) 32 d) Ż e) v53 
f) Z przemienności mnożenia: 
log; 4 : logz 3 = logy 3: logy 4 

Korzystamy z twierdzenia 

o logarytmie potęgi: 

logy 31087 4 z logy 41087 2 

stąd 31087 8 41087 3 

Zaigm SE Meer =( 


10; —3)U (3; V10) 
1; V2) U (V2; oo) 
—3; 00), g(D) =R, 


b) D = (2;00), g(D) =R, 
malejąca 
c) D = (—2; œ), 
g(D) = (0; 00), 
maleje w (—2; —1), 
rośnie w (—1; oo) 
W 


Ś 
PAY 


a) D = (—1; c0), 

f(D) = (0; c0), 

maleje w (—1; —ł), 

rośnie w (—ł; o0) 

b) f(x) = |log> |x| — 1], 

D = R \ {0}, f(D) = (0;00), 
maleje w (—00; —2) i w (0; 2), 
rośnie w (—2;0) i w (2; oo) 

a) x € (4;7) b) z € (3;4) 
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21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


29. 


30. 


Oblicz. 


a) log» 25- log z 2 c) 96 logsı 2+logs 2 


e) (v8)? 


log25 8+log1 4 xf) 3logz 4 z 41087 3 


b) logo.25 27 * logyz $ d)5 


Niech a = log, 3 i b = log, 10. Wyraź liczbę p za pomocą a i b. 
c) p=log5 
d) p=log6 


a) p=log3 
b) p=log4 


e) p = log; 10 
f) p = loga 30 


Oblicz vabc, jeżeli wiadomo, że: 
a) log,2=$4, 


b) a = log 6, b= logy8, 
c) a = log; 4, b= log; 81, c= log; 5. 


logyz b = 8, logy.25 € = —2, 
c = logs 32, 


Wyznacz dziedzinę funkcji f oraz podaj jej miejsca zerowe. 
a) f(z) = logo» (1 — 2°) c) f(x) = logo, |x — 7| 
b) f(x) = log (3 — 4x) d) f(x) = log, (x? — 32) 


a) f(x) = log, (log; (z —3)) c) f(z) = „/log;(10— 27) 


b) f(x) = logy_1(3 — z) d) f(x) = loga- (£ + 1) 


Funkcja f dana jest wzorem f(x) = log, x. Naszkicuj wykres funkcji g 
oraz podaj jej dziedzinę, zbiór wartości i przedziały monotoniczności. 


a) g(z) = f(z +3)—-1 b)g(z)=1-f(x—-2) c) g(z)=|f(x+2)| 


Naszkicuj wykres funkcji f oraz podaj jej dziedzinę, zbiór wartości i prze- 


Wyznacz dziedzinę funkcji f. 


działy monotoniczności. 


a) f(x) = |log, (z + 1) + 2| b) f(x) = |1 — z logąz?| 


Naszkicuj w jednym układzie współrzędnych wykresy funkcji f i g. Od- 
czytaj zbiór rozwiązań nierówności f(x) > g(x). 

a) f(x) = 3 + log, (z +2), g(x) = log; (z — 4) 

b) f(z) = log; (r — 3), g(a) = 2 — log, 1 


Wykaż, że nierówność jest prawdziwa. 
1 1 1 1 
) —— <1 b) —— 
logs 16 log z2 


logs 16 logg 2 


. Wykaż, że jeśli: 


3—2a 
2a `’ 


a) a= log; 15, to loga V5 = 57, b) a= logzg 27, to log 2 = 


lo; 3 lo; 5 

a) e. M EM dO STA = logy6 3 + log6 5 = log;6 15 < log, g16= 1 
logo 3 lo; 2 

b) BE: 2 + HP = ee 2 1 RE = logą 3 + loga V2 = log, 3V2 = 


= logo V 18 > log V16=2 


L e oa e oa _ a-1 
a) loga V5 = 4 log; 5 5 
2 — logg327 _ 3 Rz 3 2 3 — 3-2a 
b) a = log; 27 eee eCo aoma aa A "2 
— log32 _ bee _ 3—2a 
logo 2 = 15535 2 2a 


Zestaw lll - podsumowujący 31.a) s> -1 
E = 
31. Dla jakich wartości parametru m równanie ma pierwiastek ujemny? v= 01 
2 
a) logos (x +1) =m?’ -2 b) logom = 4- zx a 
32. Dla jakich wartości parametru m dziedziną funkcji f jest zbiór liczb rze- DA <1= (5) 
czywistych? stąd m? — 2 > 0 
a) f(x) = log, (x? + 3x — m) b) f(x) = log (x? — 3mz + 1)? a> | ŻE (2; 2 
Należy jeszcze sprawdzić 
(D]33. Uzasadnij, że funkcja f jest rosnąca. api z>-L 
(3) 7-1>-1 
a) f(1) = logo 1 (logo,5 z) b) f(x) = logo, (~x) F 2o 
(3)” 7 > 0, zawsze prawda 
34. Wyznacz liczbę p, dla której zachodzi równość: Ostatecznie: 
a) logyz(lo5,,;p) = 0, c) log(logyz p) = 2, an Ra 
i m>0 
b) logo,s(l0g> p) = 1, d) logz(log>(log, p)) = 1. PA l WE 
l A= i 16 
35. Wyznacz liczbę q, dla której zachodzi równość: ae A k 
a) logą q = logo, q + logyz5, b) logo1 q = 2 — 2log 5 + log 4. 32. a) m € (—00; —21) 
b —2.2 
(D]36. Wykaż, że dla dowolnej liczby x € R zachodzi równość: 3 R - a! 5 
„a iecn 11, £2 oraz 
llog (v 1 +g? = c) | = |log (v 1+a> + z)| zı < To. Wówczas: 
logo,5 £1 > logo 5 £2 
Okres połowicznego rozpadu izotopu promieniotwórczego to czas T, po logo, (log0,5 71) < 
którym masa próbki tego izotopu zmniejszy się o połowę. Jeśli m, jest < logo, (logo,s 12) 
początkową masą próbki, to masa próbki po upływie czasu t jest równa: AED (z2) ) 
2 Zatem funkcja f jest 
m(t) = mo: (3) a rosnąca. 
b) Niech x1, x2 € D oraz 
37. Okres połowicznego rozpadu izotopu promieniotwórczego pewnego pier- zı < x2. Wówczas: 
wiastka wynosi 16 godzin. Po jakim czasie próbka tego izotopu straci: > oz 
BA RK logo + (—21) < logo,ı (—12) 
75 b) 87,5 ? ; ; 
a) 75% swojej masy, ) 87,5% swojej masy ne a 
38. Okres połowicznego rozpadu izotopu węgla 14C wynosi około 5730 lat. Jaką Zatem funkcja jest rosnąca. 
masę będzie miała próbka tego izotopu o masie początkowej 96 gramów  34-a)p=0,5 b)p=v2 
po upływie: c) p = 4 d) p = 65536 
= 2 
a) 17190 lat, b) 22920 lat? 3S an= e be a 
39. Masa próbki izotopu promieniotwórczego pewnego pierwiastka wynosiła 39. 6 = B 
48 gramów, a po 24 dniach zmniejszyła się do 6 gramów. Oblicz okres = GE stąd 
połowicznego rozpadu tego izotopu. 24 = 3, czyli t = 8 dni 
ETE — (w1ta?-z)(y1+«a?+") _ 1+r?-r2 _ 1 aa 
SE $ z A+a2+e Vita?+a  Mita?+a) staal 
|log(v1 + x? — x)| = | log T z | = |log(vV IFz? +z) |= 
=| logfviFa*+ 2)| = | log(ylF2a?* +2)| 
37. a) 0, 25mo = mo(4) 
1 = (1)%, stąd $ = 2, czyli t = 32 h 


38. 


z = (3)6, stąd + = 3, czyli t = 48 h 
17190 
a) m =96:- (4) 57% = 96- (4)? = 12 [g] 


15 22920 


b) m =96- (2) %8* = 96. (2): = 6 [e] 
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5.9. Ciągi 


Ciągiem nieskończonym nazywamy funkcję, której dziedziną jest zbiór 
liczb naturalnych dodatnich. Ciąg a: N} — R oznaczamy (a,), a kolejne 
jego wartości nazywamy wyrazami i oznaczamy: a, da, d3,... 
Ciągiem skończonym k-wyrazowym nazywamy funkcję, której dziedziną 
jest skończony zbiór liczb £1,2,3,...,ky. 
Ciągi monotoniczne 
Ciąg (a,) nazywamy: 
» rosnącym, jeśli dla każdego n € N.: an;1 > an, 
„ malejącym, jeśli dla każdego n € N.:: aji < an, 
» nierosnącym, jeśli dla każdego n € N4: an+1 Ś m, 
» niemalejącym, jeśli dla każdego n € Ni: an41 2 Gm, 
e stałym, jeżeli wszystkie wyrazy ciągu są równe. 
Ciąg arytmetyczny 
Ciąg liczbowy (a,) nazywamy ciągiem arytmetycznym, jeżeli istnieje taka 
liczba r, że dla każdego n € N, zachodzi równość: 
An+1 = An HT 

Liczbę r nazywamy różnicą ciągu (a,). 
Wzór ogólny ciągu arytmetycznego (a,) o różnicy r: 

an =G4q+(n-1)r 


Suma n początkowych wyrazów ciągu arytmetycznego (a,) o różnicy r: 


= ai a= nto s 


Ciąg geometryczny 
Ciąg liczbowy (an) nazywamy ciągiem geometrycznym, jeżeli istnieje taka 
liczba q, że dla każdego n € N. zachodzi równość: 
Adn+1 = dn 'Qq 
Liczbę q nazywamy ilorazem ciągu (an). 


Wzór ogólny ciągu geometrycznego (a,) o ilorazie q: 


an = 1: g= 
Suma n początkowych wyrazów ciągu geometrycznego (a,) o ilorazie q Æ 1: 
1—q” 
ISM =(: 
1-q 


Zestaw | - wprowadzający 


1. 


10. 


10. 


Oblicz Jag + bia. 
a) an = (-1)"- =, b„=(-1"t'VAn+1 
b) a, = loga n, b, = logy(5n + 4) 


Oblicz cztery początkowe wyrazy ciągu (Cn), gdzie Cn = a, ` b, oraz: 


f 1 dla n nieparzystych 


2 dla n parzystych 


dy = 


b = 2n +5 dla n nieparzystych 
” [2?—n_ dlan parzystych 


Ile wyrazów ujemnych ma ciąg (an)? 


a) a, = 4n — 15 b) a, =n*-10n+16 c) an =(2n—3)(2n—9) 


Zaproponuj wzór ogólny ciągu. 
a) 1,4,9,16,25,... c) 5,3,3,5,5,... e) poe i 
BLI 11. d) 2,—4,6,—8,10,... f) 2,24,2, 24,2... 


Wykaż, że ciąg (a„) jest malejący. 


a) a= b) an =2+> c) an ri 
Zbadaj monotoniczność ciągu (a). 

a)aa=n"+n+l d) A=, g) an =n’ -n 
b) anr = 4n- n’? e) an = za h) an = Vn+4 
c) a,=n"-6n+8 f) an= ao i) an =(-1)r+! 


Dane są pierwsze trzy wyrazy ciągu arytmetycznego (a,„). Podaj wzór 
ogólny tego ciągu. Oblicz wyrazy as i ag. 
a) 1,3,5,... b) 8,3,—2,... Jih 
Oblicz n-ty wyraz ciągu arytmetycznego (an) o różnicy r. 
a) a = —4,r=2,n=7 c) a = 3, r = —2, n = 15 
b) a = 3, r = —5, n = 10 d) az = 2, r = —ż}, n = 20 
Sprawdź, czy ciąg (a,) jest ciągiem arytmetycznym. 

— 2n+1 SET = = = 
a) an = 3 b) an= n’ —1 c) ap = V3n— 1 d) an | 


Wyznacz wzór ogólny ciągu arytmetycznego (an). Określ monotoniczność 
tego ciągu. 
b) d4 = —6, d10 = 12 


a) a =1,azs=9 c) az = 0, as = 2 


. a) tak b) nie 


c) an+1 =V3n+v3-1 


Adn+1 — dn = v3 
Zatem jest to ciąg arytmetyczny o różnicy v3. 
d) ün+1 = zt 

n+l IL l 


Coi = Ce am wl (EDEN) 
Różnica an+1 — an nie jest stała dla n € N4, zatem (an) 


nie jest ciągiem arytmetycznym. 


a) an = 2n — 1, rosnący 


b) an = 3n — 18, rosnący 
c) an = Zn — 2, rosnący 


a) -8 b) 9 

Ci = T, c2 4, cz = H, 
C4 = 24 

a) 3 b)5 c)3 

a) an ~ n? b) a, = ST 
©) Gy = aa 

i) z ~ (Do 

e) an = zw 


f) an = 2 dla n nieparzystych 
e 2 

oraz an = 2 + REG dla n pa- 

rzystych 


1 
a a) dn+1 = masa 


ELI 1 
An--1 — dm n+2 n+l 


< 0 dla n € N4 


= =i 
= aF 
Zatem ciąg (an) jest ciągiem 
malejącym. 


D) arii = 2 -— 


n+l 
an+1— an =2+ zr +t 
a 
-2> = 
dla n € N4 


Zatem ciąg (an) jest ciągiem 
malejącym. 


L 5 
c) An+1 = mF 


Ds 5 _ 
Cipi — Ge — gume l 
- -10 
= OA 0 


dla n € N4 
Zatem ciąg (an) jest ciągiem 
malejącym. 


- a), d), g), h) rosnący 


b) , e), i) niemonotoniczny 


b) an = —5n + 13, as 12, 
ag = —27 

c dn = GN 15, as = ; 
as = 25 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


24? — 12x = 0 
c=QOlubxz=6 

a) a= 18, b = 33, c= 48 
b) 10 + V2, 8 + V2, 6 + v2, 
ady A yA 


(a, + 2r) = —4 
(a, +9r) =8 


(a, + r) + (a, + 5r) = 4 
(a, + 3r)(a, + 6r) = 22 


Gi = 2 = e 
a 3r) = 22 
an = 3n — 10 
a) S12 =51 
b) Sə = 9(1 + 3V2) 
c) r=ś3, Sus = 2/0. 


d) r = 5, 1 = —8, S7 = 84 
5) m = 2 GQ, =W% 2h, 
n=18 


Zatem S18 = 981. 

b) Sı — suma liczb dwucyfro- 
wych podzielnych przez 4 

S2 — suma liczb dwucyfro- 
wych podzielnych przez 6 

S3 — suma liczb dwucyfro- 
wych podzielnych przez 12 
Sı = +W 22 — 1188 

S2 = CE — 810 


S = CH8 _ 432 


Szukana suma: 
S = Sı + S2 — S3 = 1566 
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11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


17. 


18. 


Oblicz różnicę ciągu arytmetycznego (a„) spełniającego podane warunki. 


) 1 2 b) 1 + a3 c) 3 dg 
az + dz = —2 


d+a4=0 da :d4=2 
Dla jakich wartości x podane liczby są kolejnymi wyrazami ciągu arytme- 
tycznego? Podaj te wyrazy. 


a) 20 —1, 21 +5, 30 +4 b) (z +1), (2x + 1)”, (3x — 1)? 


a) Wyznacz takie liczby a, b, c, aby liczby 3, a, b, c, 63 tworzyły ciąg 
arytmetyczny. 

b) Między liczby 12+2i v2 wstaw pięć takich liczb, aby wszystkie razem 
tworzyły ciąg arytmetyczny. 


a) W ciągu arytmetycznym suma wyrazów drugiego i trzeciego jest rów- 
na —4, natomiast różnica wyrazów szóstego i dziesiątego jest równa 8. 
Oblicz pierwszy wyraz i różnicę tego ciągu. 

b) W ciągu arytmetycznym suma wyrazów drugiego i szóstego jest równa 4, 
natomiast iloczyn wyrazów czwartego i siódmego jest równy 22. Wyznacz 
wzór ogólny tego ciągu. 


Oblicz sumę n początkowych wyrazów ciągu arytmetycznego (a). 
c) 4 = —3, A3+a4=9,n=15 
d) a = 2, dja —dg=1l5,n=f 


a) a1=3,r=;,n=12 
b)aj=1 V2,r=v2,n=9 


Oblicz sumę wszystkich liczb dwucyfrowych dodatnich, które: 


a) przy dzieleniu przez 5 dają resztę 2, 
b) są podzielne przez 4 lub są podzielne przez 6. 


Drugi wyraz ciągu arytmetycznego jest równy 0, a suma jedenastu począt- 
kowych wyrazów jest równa 220. Który wyraz tego ciągu jest równy 25? 


Czwarty wyraz ciągu arytmetycznego jest równy 6. Oblicz sumę siedmiu 
początkowych wyrazów tego ciągu. 


Lewa strona równania jest sumą kilku początkowych wyrazów ciągu aryt- 
metycznego. Oblicz z. 


a)2+4+6+...+xz=110 c) 1+5+9+... + (40—3) = 120 


b)5+1-3 x =—72 d) —4 — 1 + 2 + ... + (3z +2) = 72 
do = Fr = 0, czyli ai = —r 19. a) 55 - £ = 110, x= 20 

Giy = Lao S E kp = D) b) 2. esa 

Stąd r = 5 oraz a, = —5. r? + 4g —621=0 

an = -5+ (n — 1) -5 = 25 (x +27)(x — 23) = 0, x = 23 


Zatem n = 7, czyli a7 = 25. 


a4 =a +3r=6 
S= 1h e a — 42 


c) 52) 

2x? — x — 120 = 0 

(2x + 15)(1—8)=0, 1 =8 
d)z=6 


20. 


22. 


23. 


24. 


25. 


28. 


29. 


26. 
27. 


28. 
29. 


Sn jest sumą n początkowych wyrazów ciągu (a„). Wyznacz wzór ogólny 
tego ciągu. Czy jest to ciąg arytmetyczny? 


a) Sn = n? b) S= n? -1 c) S =p" =] 


Wykaż, że jeżeli ciąg (aņ) jest ciągiem arytmetycznym, to ciąg (bn) też 
jest ciągiem arytmetycznym. 
c) b, =2a, — 5 


a) b, = aon b) bn = d2n+1 


Dane są trzy początkowe wyrazy ciągu geometrycznego (a). Podaj wzór 
ogólny tego ciągu. Oblicz wyrazy ag i ang. 


a) 2,4,8,... b) 9,3,1,... c) 2,1,VŻ,... 


Wyznacz wzór ogólny ciągu geometrycznego (an). Oblicz wyrazy a4 i ay. 
c) 4 =3,9= 4/2 
d) d2 = 2, a3 = 1 


e) az = 3, ag = —81 


f) a, = 2V3, Š = 3V3 


Wyznacz wzór ogólny ciągu geometrycznego (a,). Określ monotoniczność 
tego ciągu. 


a) a =—3,9=2 
b) a = 4, q= —1 


a) as=8,04=16  b)m=l8,a,= 8 e) a= t, ar-a 
Sprawdź, czy ciąg (an) jest ciągiem geometrycznym. 
a) a, = b) a, = 4-572 6)a,=1+27" d) a, =3%.5n-1 


Wykaż, że ciąg a, = 3:2” jest ciągiem geometrycznym. Czy ciąg (bn) jest 
ciągiem geometrycznym? 
a) bn = (an) b) bn =5- an 


Wykaż, że jeżeli ciąg (aņ„) jest ciągiem geometrycznym, to ciąg (b„) też 


c) b =1- 


An 


jest ciągiem geometrycznym. 


a) bn = dan b) bn = A2n+-1 c) bn = An+-1 — dn 


a) Między liczby 7 i 189 wstaw dwie takie liczby, aby wszystkie razem 
tworzyły ciąg geometryczny. 

b) Między liczby 6 i 96 wstaw trzy takie liczby, aby wszystkie razem two- 
rzyły ciąg geometryczny rosnący. 

c) Trzy liczby tworzą ciąg geometryczny. Suma tych liczb jest równa 44, 
a ich iloczyn jest równy 1. Znajdź te liczby. 

Oblicz sumę n początkowych wyrazów ciągu geometrycznego (a). 

1 

3” n=6 

d) a -aa = V5, aa = 1,n=7 


a) 1 =5,q9=3,n=5 c) a3 = —1, aş = 


b) a = V2, q= —1, n = 45 


a), b) tak c) nie 
q — iloraz ciągu geometrycznego (an) 
a) ek — Zat? Z g? dla n € N4 


Zatem ciąg (bn) jest ciągiem geometrycznym o ilorazie q”. 


= ° dla n € N4 


b) bn+1 _ G2n+3 
bn a2n+1 


Zatem ciąg (bn) jest ciągiem geometrycznym o ilorazie q”. 


Gn+1:9-—an':q __ (ani1—0n)'q 
An+1- An An+1- an 


—_ An+2-dn+1l __ 
an+1 dn 


c) 2 =q dla n € N4 


Zatem ciąg (bn) jest ciągiem geometrycznym o ilorazie q. 
a) 21,63 b) 12, 24, 48 c) z, 1, 3 lub 3, 1, 5 


a) ś= SE b) Ss=V2 cjSk=-4 i) y E SE 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


a) an = 2n — 1, tak 


b) a = | 0 dan =i 
2n—1 dlan>1' 
nie 

c) a =0, 

dan = 3n —3n+1dlan> l, 
nie 


r — różnica ciągu arytmetycz- 
nego (an) 

a) Onti 
=2% 
Ciąg (bn) jest ciągiem aryt- 
metycznym o różnicy 2r. 

b) bn+1 — bn = 

d2n+1 = 2r 


bn = d2n--2 a2n = 


a2n+3 
Ciąg (bn) jest ciągiem aryt- 
metycznym o różnicy 2r. 
c) bn+1 = bn = 
= (20141 — 5) — (2an 
= 2401 = n) 5% 


5) = 


Ciąg (bn) jest ciągiem aryt- 
metycznym o różnicy 2r. 


6) 6, "27, c > (61. 


aio = 1024 
ZI = 
b) an = w; 06 = 37» 
a10 = zis7 
5) © =)", mm =4 
G10 = 16 
A) Ge = 307%, o = 24 
az = —192 


D) z =4-(-1P", m==4 
Gy = AL 

c) an = 3: (V2), 

a4 = —6V2, ay = 24 


1 CEM, 
2n=3 a4 = pE) 


a) an = 2”, rosnący 
b) an = 27- A malejący 
c) an = 7 -(-V2)”, niemono- 
toniczny 


a), b), d) tak c) nie 
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30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


cm = Il, $ = 2 
1-2” 
Sn = 10. 5 = 


= W0 — 1), n € N+ 

a) 10(2” — 1) > 600 

2” > 61 

n>6 

b) 10(2” — 1) > 1500 

2 > iLóll 

n>8 

a) a2 = —6, q = —2 

Sw = 3- GR" = —1023 
b) 


Pa =8 


ag? + aqq* = 2 


a2 + a4 = 300 
a3 + a5 = 225 


a1q + aig? = 300 
aig? + aiq* = D 


a, = 256 
q=4 
R 
256 G) = 592 
IS= 
1-($)7= 
(Ż$07=« 
Zatem n = 3 
q=-< 
ajqg==7 
(R 
g=- -a az 
b) = =} 
EE 
s=2 a = 


a) 1081,60 zł b) 1340,10 zł 
c) 1480,24 zł 

Po 4 latach: 2349,80 zł, 

po 8 latach: 5841,60 zł 

a) 609,50 zł b) 610,30 zł 
c) 610,50 zł 
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30. 


31. 


32. 


33. 


37. 


38. 


Pierwszy wyraz ciągu geometrycznego jest równy 10, a iloraz jest równy 2. 
Ile co najmniej początkowych wyrazów tego ciągu należy zsumować, aby 
otrzymać liczbę: a) większą od 600, b) większą od 1500? 


a) Dany jest ciąg geometryczny (an), w którym a; = 3 i az = 12. Suma 
trzech początkowych wyrazów tego ciągu równa się 9. Oblicz sumę dzie- 
sięciu początkowych wyrazów tego ciągu. 

b) Dany jest ciąg geometryczny (an), w którym a> + az = 8 i a4 + a5 = 2. 
Oblicz sumę sześciu początkowych wyrazów tego ciągu. 


W ciągu geometrycznym suma drugiego i czwartego wyrazu jest równa 
300, a suma trzeciego i piątego jest równa 225. Ile początkowych wyrazów 
tego ciągu należy zsumować, aby otrzymać 592? 


W ciągu geometrycznym a, = 2 i a = — v2. Oblicz sumę sześciu począt- 
kowych wyrazów tego ciągu: 


a) o numerach parzystych, b) o numerach nieparzystych. 


. Kapitał w wysokości 1000 zł złożono w banku na procent składany. Jaka 


będzie wielkość kapitału po n latach przy oprocentowaniu rocznym r? 
a) n=2,r=4% b) n=6,r=5% c) n=10,r=4% 


. Bank przyjął kwotę 10000 zł na 3% rocznie i pożyczył ją na 8% rocznie. 


Ile zyska bank w ciągu czterech lat, a ile — w ciągu ośmiu lat? 


. Do jakiej kwoty wzrośnie kapitał 500 zł złożony w banku na pięć lat, jeżeli 


roczna stopa procentowa wynosi 4%, a odsetki są kapitalizowane: 


a) co pół roku, b) co dwa miesiące, c) co miesiąc? 


. W bankach A, B, C lokaty terminowe są oprocentowane 2% w skali roku. 


W banku A odsetki są kapitalizowane co rok, w banku B — co kwartał, 
a w banku C — co miesiąc. Do każdego z tych banków wpłacono 2000 zł. 
W którym banku odsetki od tej kwoty po roku będą największe? O jaki 
procent wzrośnie kapitał w każdym z tych banków po roku? 


. Banki A, B, Ci D oferują następujące warunki oprocentowania lokat: 


bank A — 5,6% rocznie, odsetki kapitalizowane co miesiąc, 
bank B — 5,65% rocznie, odsetki kapitalizowane co kwartał, 
bank C — 5,75% rocznie, odsetki kapitalizowane co pół roku, 
bank D — 5,8% rocznie, odsetki kapitalizowane co rok. 
Który z tych banków oferuje najkorzystniejsze warunki? 


K = 2000 zł 

Bank A: K(1 + 0, 02) = 1,02K o 2% 

Bank B: K(1 + 942)?  1,02015K o około 2,015% 
Bank C: K(1 + 3)? ~ 1,02018K o około 2,018% 
Największe odsetki będą w banku C. 


K — wpłacony kapitał 

Bank A: K o (1+ 755)? m 1,0575K 
Bank B: K- (1 + >) ~ 1,0577K 
Bank C: K - (1 + %32 P x 1,0583K 
Bank D: K - (1 + 0,058) ~ 1,058K 
Najkorzystniejsze warunki oferuje bank C. 


Zestaw Il - ćwiczeniowy 39. a) aa = 2, a2 = 2, a3 =2, 
a4 = 2, a5 = 2, ciąg stały 


39. Ciąg (an) jest określony rekurencyjnie. Wypisz pięć początkowych wyra- b) aa = = 0 = 8; 
zów tego ciągu. Zbadaj, czy jest to ciąg monotoniczny. a3 TA H a 
1 S = 
a) 4 = 2, dn+1 = 3n tl, n>1 c) a = 3, any ="a,—n,n>l LEN SM 
b) a = —4, api = an +n, n1 d) a = 1, aj = wr dm nzl Zatem ciąg jest rosnący. 
OJ c = 8, Ge = 2, 
40. Ciąg (an) jest określony rekurencyjnie. Czy jest to ciąg arytmetyczny lub Gz = —2-d4 = —IR 
geometryczny? ag = —27 É 
An+1 — dn = —N GU 
a) 4 = l, an41 5, n21 c) a = 3, an41 30, — 1, n> 1 de nE Na 
b) a = —2, an41 =n — 6, n21 d) 4 = —5, an1 = 3an, nÈ 1 Zatem ciąg jest malejący. 


da a ae 
41. Oblicz sumę sześciu początkowych wyrazów ciągu (a,). 


a) a = l, an4ı = 3an- n, n> 1 b) 1 =2, an4ı "na, — 1, n>1 6, > 01 = l 
, i i Pa , ; dla n € N4 
42. Ciąg (an) jest rosnący i wszystkie jego wyrazy są ujemne. Zbadaj mono- Teien dos KA mR 
toniczność ciągu (bn). 40. a) +" = 5, ciąg geome- 
a) b = 3a =l b) b, = —2a, +4 c) b, = zz tryczny o ilorazie 5 
m, b) an+ı — an = —6, ciąg aryt- 
43. Ciąg (an) jest malejący i wszystkie jego wyrazy są dodatnie. Zbadaj mo- metyczny o różnicy —6 


notoniczność ciągu (bn). c) a = 3, a2 = 8, a3 = 23 


10 a2—a1 £ az—a oraz 2 4 %2 
b, = 4a, — 1 b, = 2 +1 b, = — aq 7 ag 
a) b, > E) bn an t e) bn an Ciąg nie jest ani arytmetycz- 
b) bn = —a2 d) bn = a2 + an f) bn =- 1 ny, ani geometryczny. 
l+an d) ai = —5, a2 = —15, 
a3 = —135 
Ciąg (an) ma granicę równą g, jeśli dla każdego e > 0 istnieje liczba natu- a2—a1 7* a3—a2 Oraz ©? 5 3 
ralna k taka, że dla wszystkich n > k zachodzi nierówność: Ciąg nie jest ani arytmetycz- 
ny, ani geometryczny. 
|, — g| <e 41.a)a1=1,aa=2,a3=2, 
Jeśli ciąg (a„) ma granicę równą g, to mówimy, że jest zbieżny do g. ma = —3, a5 = —25, 


ae = —100 
Suma: 56 = —123 
b) a1 2, a2 i a3 IL. 


Ciąg (an) jest rozbieżny do oo, jeśli dla każdej liczby M istnieje liczba 
naturalna k taka, że dla wszystkich n > k zachodzi nierówność a, > M. 


Ciąg (an) jest rozbieżny do —oo, jeśli dla każdej liczby M istnieje liczba om Ma 254 
naturalna k taka, że dla wszystkich n > k zachodzi nierówność a, < M. Suma: Se = 47 

a Jeśli q E€ (—1;1), to lim q” = u Jeśli q > 1, to lim q” = 6% 

= Jeśli k > 0, to lim z = 0. « Jeśli k > 0, to lim n* = oo. 

= Jeśli a > 0, to lim Va= 1. = lim Vn=l 


42. Ciąg (an) jest rosnący, więc an+1 — a, > 0 dla n € N4. 
a) bn+1 — bn = 30n+1 — 1 — (3an — 1) = 3(an+1 — an) > 0 dla n € N+ 
Zatem ciąg (b) jest rosnący. 
b) bn+1 — bn = —2an+1 +4 — (—2m +4) = —2(an+1 — an) < 0 dla n € N4 
Zatem ciąg (b„) jest malejący. 
c) bn+1 — bn = Toae a ea EN, 


An+1 an An--1'an An+1'dn 
Zatem ciąg (bn) jest malejący. 
43. a), c), d), f) malejący 
b), e) rosnący 
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44. 


45. 


46. 
47. 


48. 


a) -2 b)O ce) —oo 
d) oo e) —3 f) -4 

+. ME E= a 
e: n5(-45-2)04+8) 72 
== 

e aa a _ ie 
b) n2(3+4)2 = pn? 
= —00 

OOV TF wd 
) n3(3-1)(2+ 1)? 12n3 
=c5 

10-55 + zr 
a) ZE — 0 

en +2 

an 
| -€ 

i=2-57 

3-36: Sr 3 
f) ==} 


2 
V97 < Y87 +9" < 
< YPE = yF 
lim yoe = 


i lim 2-9” = lim Y2-9= 


= 99 
Zatem na mocy twierdzenia 
o trzech ciągach: 


lim y FF =9 


%—oo 


b) Vór=B" a (3)* 


w 
REY REG REŻ 


= Ver=< yor 

yer =6 

i im6;/5=6-1=6 
Zatem na mocy twierdzenia 
o trzech ciągach: 


im =F =G 

c) V2:4" < 

< WEbSP PZ ode £ 

< V9-47 +42.4" = 

= VIl.4% 

Im BF = Im 13-4= 
n 


ilim V11:47 =4 


z> 
Zatem na mocy twierdzenia 
o trzech ciągach: 


lim y9- 3 F2- F =4 


%—oo 
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44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


Jeżeli lim a, =a, Jim bn = b, gdzie a,b € R, to: 


n—00 


u lim (c:a,)=c- acz: a, gdzie ce R 


jim ( n—oo 

a lim (an +b p= = lim a, + lim bp =a +b granica sumy ciągów 
n=% n—o0o n=>w© 

a lim (a, — bn) = lim a, — limb,=a—b granica różnicy ciągów 
n> n—oo n—0oo 

a lim (an b = = lim a, : limb,=a:b granica iloczynu ciągów 
n—o0o noo 

a lim an a 

m lim = = e => granica ilorazu ciągów 

n= bn lim bn b 
n—oo 


gdy b # 0 i bp # 0 dla n E N} 


Oblicz granicę ciągu (an). 


_ —4n?+3n+1 _ 6n*+n?-5 _ 6-—2n—9n7 
a) ART 2+n+2n? c) an = 2—n3 e) m= 6+2n+3n? 

_ 10n?-2 _ 2n$-2n+4 L —3nf+3n7 +4 
b) a„= 2-n+n$ ZĘ n? +1 D) = Ant+n? +1 
Oblicz granicę ciągu (an). 

_ (2n+1)(2n— 1)? __ (n+2)?(2n+3)? _ 2% +-3.4n+1 
a) An (4—2n?)(n+3) c) An (3n-1)(2n+1)2 e) dn -= 2n 9.3m 

__ (6-3n)?(1—2n) —_ 2.52F1 +3 __ 3.87 —6nP2 
b) An (3n + 1)2 d) dn = 5n 2.60 f) dn = 3616 14.80 
Oblicz granicę ciągu (an). 
a) a, =2n"-—n+5 b) a, =8 + 2n? — 4n? c) an =8. 2" — 4" 
Oblicz granicę ciągu (an). 

_ [n=l 4n? +1 - n? +2 
a) dn = v= b) dn = 9n2-n c) dn = 8n3 +n 


Twierdzenie o trzech ciągach 
Jeśli wyrazy ciągów (a,), (bn) i (cz) spełniają nierówność a, < b, < c, dla 
wszystkich (lub prawie wszystkich) n € N, oraz lim dn = 2 Cqn = , tO: 


n—0oo 


lim b =g 


Oblicz granicę. 
a) lim Y87 +97 c) lim V9:37+2-47 e) lim YV8+ 206n 
b) lim %6” — 3” d) lim V37 +57 + 7” f) lim V2:3* —sinn 


d) Vrr < Y3N +5 Tr < YN TM+ Tr =Y3n 
lim 4/7" = 7 i lim Y3-7"= lim Y3-7=1-7=7 


%—o0o %—0o %—o0o 


Zatem na mocy twierdzenia o trzech ciągach: lim V37% +5 + 7° =7 


e) V206n < Y/8+ 206n < Y8n + 206n = YV214n 
lim V206n = 1 i lim V2l4n = 1 


Zatem na mocy twierdzenia o trzech ciągach: lim V8 + 206n = 1 
f) V3r= Yy2"3=gn < V2.3" -sinn < 2.37 +3" = V3.3” 
lim VSA S= S lim V3:37 =3 


Zatem na mocy twierdzenia o trzech ciągach: lim 42. 3” — sinn = 3 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


54. 


Szereg geometryczny a, + a1q + a19? + a1? +... 
zbieżny. Jego suma wyraża się wzorem: 


o ilorazie q € (—1;1) jest 


B= FL 


1-q 


Oblicz sumę wszystkich wyrazów ciągu geometrycznego (a,), wiedząc, że: 


> c) aı + ag = 10, a2 + Q4 = —5, 


—12, d) a3 = V2, 4a6 = (az): 


a) a =2,q= 
b) dj = —18, ay + do = 
Zamień ułamek okresowy na ułamek zwykły. 
a) 0,(2) c) 2,1(3) e) 2,(45) 
b) 1,(4) d) 2,4(9) f) 3,(01) 


g) 1,(450) 
h) 0,(270) 


Dla jakich wartości x szereg geometryczny o ilorazie q jest zbieżny? 
a) q=2xr-1 b) q=-za?+a+2 


Dla jakich wartości x szereg geometryczny jest zbieżny?” Wyznacz jego 
sumę. 


2 3 1 1 1 
a) 1+2xu +4a* +8a0* +... Dan tea tapte 
Rozwiąż równanie. 
OE 1 A 

OR =" Ten 3= 2r 
b) 14 + (5) + = + 

c+3 c+3 „me aa 

e — — 1 1 y (Z | 
c) 6(x -r° +2 -=t (15) = ka 
d) cos z — cos? z + cos? z —... = —1 
Rozwiąż nierówność. 
a) =24 = +sów ti 

T T 


b) sin? z + sin” z + sinf s +... > H dla z € (0; 7) 


Rozwiąż równanie. 


lim (tgz + tg? r +tgz+... tg" 


1 


v3 
2 


g= 


Określ dziedzinę i naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej zbiór wartości. 
a) J(e) = 2e tiria b) flest 


a) x € (—00; —2) U (2; oo) 55. |tg” z| < 1, czyli x € (~F + kr; 4 + kr), 
b) |q| = | sin z| < 1, keZ 
czyli z € (0;5)U(5;m) = = L, z V3 

sin? © ZUA 
S eS 25 tgłr=vV3, z s tkr, kez 
2sin? z +sing— 1> 0 56. a) D = (—1;1), f(z) = 4 = 74 - 2, 
sing > 4 oraz z € (0; $) U (3; 7) f(D) = (—1; œ) 
Zatem z € (34; 3) U (5; ©). b) D = (—00; D 
zE (4:5) U (Fia) a. 

f(D) = (—03-1)U(-14-5) 


50. 


51. 


52. 


53. 


a) S=3+vy3 

aa)? 
d) as = 3% = I = agq”, 
czyli q* = 35> 

1.22 


czyli a, = 2V2 
4/5 _ 
2-2 


a3 = aiq”, 
— 23 
o = ER 
SARZE 
= 4(v2+ 1) 
bLĘ e) > d) 


9 
O ETA 


99 
q| = |2x — 1| < dla 
(0; 1) 
gl=|-32*+x+3|<1 
z 1> —1 lub 
< 


10 
37 


HJN OIN 
|--I 


2 
JE 


o 
— 


) 


a 
a 
b 


— 


8 
8 


8 
8 


| 
N 
NIE NI 


A NIE NIH WIE NIE NIH NIE m 


c + 1)(z — 3) > 0 lub 
m <U 

(—1; 1) U (1;3) 
q| = |2x| < 1 dla 
( 


( 
( 
( 
( 


=> 
c) L: dE 3 


z L= TEZ 
|<1dla 
(0; 00); 


= 
x € (—00; —2) U 
= = =. 

l rEs g 


£= = 1 oraz z € (0; 1) 
Zatem z = z. 
d) |q| = | — cos z| < 1 dla 
cź4kn,kEZ 


mo 2 
y= 1+cosz 1 


COS T = —3 
Zatem z = zm + Żkn lub 
c= $T + 2kn, k € Z. 
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57. 


58. 
59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


a) bi = 4,b2 = 16 
Sin = ES — 580 
b) 
Garenne = 240 
l (Gie EE — 256 


a1 = 16 
P=23 


Zatem a, = 16 i a16 = 46. 
ai = —6, n = 25 


a1 + 2r = 28 
a1+9r=0 


a1 = 36 
r=—4 


Ś,= EE =—40 


(19 — n)n = —20, ne N4 


Zatem n = 20. 
__ (6+48)k _ 
jw = 15 
a15 = 6 + 14r = 48 
Pzd 
s + 500 = 
CE bensa Da D a 
Zatem n = 10. 
(2+42)n _ 
? p 1 
= (CCE 
242 4 5 —— 
Zatem n = 21. 
do 2 207 =A2 
(P=2 
a) 


2, (1-48)(1+43) _ 
oe 02 
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Zestaw Ill - podsumowujący 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


63. 


a) Drugi wyraz ciągu arytmetycznego jest równy 4, a czwarty jest równy 16. 
Oblicz sumę dziesięciu początkowych wyrazów o numerach parzystych. 


b) Ciąg arytmetyczny składa się z szesnastu wyrazów. Suma wyrazów 
o numerach parzystych jest równa 256, a suma wyrazów o numerach nie- 
parzystych jest równa 240. Oblicz pierwszy i ostatni wyraz tego ciągu. 


W skończonym ciągu arytmetycznym wyrazy drugi, piąty i ostatni są 
równe odpowiednio: —4, 2 i 42. Oblicz pierwszy wyraz tego ciągu oraz 
liczbę jego wyrazów. 


W skończonym ciągu arytmetycznym trzeci wyraz jest równy 28, a dzie- 
siąty — 0. Suma wszystkich wyrazów jest równa —40. Oblicz pierwszy wyraz 
tego ciągu oraz liczbę jego wyrazów. 


Pierwszy wyraz ciągu arytmetycznego (a,) jest równy 6. Dla pewnej licz- 
by k mamy ay = 48, a suma k początkowych wyrazów ciągu Sy = 405. 
Oblicz różnicę tego ciągu oraz k. 


Suma n początkowych wyrazów ciągu arytmetycznego o różnicy 5 jest 
o 500 mniejsza od sumy następnych n wyrazów tego ciągu. Oblicz n. 


Skończony ciąg arytmetyczny ma nieparzystą liczbę wyrazów. Pierwszy 
wyraz tego ciągu jest równy 2, a ostatni jest równy 42. Suma wszystkich 
wyrazów tego ciągu jest o 242 większa od sumy wyrazów o numerach 
parzystych. Oblicz różnicę tego ciągu oraz liczbę jego wyrazów. 


a) W ciągu geometrycznym suma trzech początkowych wyrazów jest rów- 
na 2, asuma kwadratów tych wyrazów jest równa 12. Wyznacz wzór ogólny 
tego ciągu. 


b) W ciągu geometrycznym suma trzech początkowych wyrazów jest rów- 
na 27, a suma dziewięciu początkowych wyrazów jest równa 39. Oblicz 
iloraz tego ciągu. 


Czwarty wyraz ciągu geometrycznego jest równy v5. Oblicz iloczyn sied- 
miu początkowych wyrazów tego ciągu. 


Trzy kolejne wyrazy ciągu geometrycznego są długościami boków trójkąta. 
Jakie wartości może przyjmować iloraz tego ciągu? 


b) 64. 1255 
65. q € (5; m) 


(d-a$)d+a$+a*) _ 13 
1-q3 9 

Ê+ -350 

(q* +4- 3)=0 


36 _ No 
3 lub q © 


Zatem q = 


66. 


67. 


68. 


72. 


73. 


74. 


75. 


69. 


71. 


Długości boków trójkąta prostokątnego tworzą ciąg arytmetyczny. Jedna 
z przyprostokątnych ma długość 6. Oblicz długości drugiej przyprostokąt- 
nej oraz przeciwprostokątnej (rozważ dwie możliwości). 


Oblicz długości boków prostokąta, jeżeli długości dwóch z nich razem z dłu- 
gością przekątnej tworzą ciąg arytmetyczny oraz: 


a) obwód prostokąta jest równy 14, b) pole prostokąta jest równe 48. 


a) Między liczby 2 i 56 wstaw dwie takie liczby, aby pierwsze trzy tworzyły 
ciąg geometryczny, a ostatnie trzy — ciąg arytmetyczny. 

b) Suma trzech liczb tworzących ciąg arytmetyczny jest równa 21. Jeśli do 
pierwszej liczby dodamy 1, do drugiej 2, a do trzeciej 15, to otrzymamy 
ciąg geometryczny. Wyznacz te liczby. 


Wykaż, że dla dowolnego ciągu arytmetycznego zachodzi równość: 
San = 3 (Son = Sn) 


. Wyznacz takie kąty a € (0; m), dla których ciąg: 5, sina, cos 2a jest cią- 


giem geometrycznym. 


Dany jest ciąg geometryczny o wyrazach całkowitych. Wykaż, że suma 
kwadratów trzech jego kolejnych wyrazów jest podzielna przez sumę tych 
wyrazów. 


Ciąg (a,) jest określony rekurencyjnie: 


a1=3 
a = 4an +6 dla nżl 
a) Wykaż, że ciąg (bn) określony wzorem b, = a, + 2 jest ciągiem geome- 
trycznym oraz wyznacz wzór ogólny tego ciągu. 
b) Wyznacz wzór ogólny ciągu (a). 


Zbadaj monotoniczność ciągu (a). 

—_ 1+2+3+...+n _ 3+6+9+...+3n 
a) an = n+1 b) an = 4n +6 
Oblicz granicę ciągu (an). 

—_ 1+447+...+(3n-2) _ 3+9+27+...+37 
a) an = 2n2+1 €) an = 14+5-27 

—_ 1+3+5+...+(2n+1) —_ 1+5+25+...+57 
b) An R SEGA d) An 3—5n+1 
Zbadaj zbieżność ciągu (an) w zależności od parametru p. 

— pn — (p”-4)n* +5 
a) = (p+1)n+2 b) an = (p-2)n2 +1 


San = tG , zy 


=, 2a1 +(2n—1)r 2a1+(n-1)r = 4a1 +4nr-2r-(2a1+nr=r) __ 
3(52n — Sn) = 3 ( E$DE. pn — Putar n) = 3n. ża Ga 


=Rac |... Zio 


3n 
aj + aż + az = aj + aig +ajq' =ai(1+q Ha) allL H +q +q') = 
= a(1-q91+q+4)+4(1+q+4q')) =a4(1+q+4)(1-q+4q*) = 
= (m + a1q + a1q°) (a1 — a1q + a1q?) = (01 + aa + a3)(a1 — az + as) 


1,02, a3 € Z, stąd (a1 — a2 + a3) € Z, zatem a? + aż + aż jest podzielne przez 
a1 + a2 + ag. 


66. 


67. 
68. 


70. 


72. 


73. 


74. 
75. 


I przypadek 

Niech 6, 6 + r, 6 + 2r będą 
długościami boków trójkąta. 
6? + (6+ r)? = (6+ 2r)? 
oraz r > 0, czyli r=2 
Druga przyprostokątna: 8, 
przeciwprostokątna: 10 

II przypadek 

Niech 6 — r, 6, 6 + r będą 
długościami boków trójkąta. 
(6-1)? +6 =(6+r)? 
oraz r > 0, czyli r = 1,5 
Druga przyprostokątna: 4,5, 
przeciwprostokątna: 7,5 

a) 3,4 b) 6,8 

a) 8, 32 lub —7, 245 

b) 2, 7, 12 lub 26, 7, —12 


cos2a _ Tra € (0; m) 


cos 2a = 2sin? a 

1 — sin? a = 2 sin? a, 
czyli sin? a = 1 
a € (0; m), czyli sina = 4 
oraz a = £ lub a = = 
a) bi =5 

bn+1 = 4(an + 2) = 4bn 


bn 
4 =4dan>1 


Op = 5i 

b) an =5-4%1—2 
a) n=$ 

dn+1 — an =3 > O dla 
n E N4, 


ciąg (an) jest rosnący 
b) — 3n(1+n) 
An = 4(2n3) 


— 3(n+1)(n+3) 
Ant On — z(zn4-3)(2n45) > O 


dla ne N4, 
ciąg (an) jest rosnący 


a) ł b) —oo e) oo d) -3 


a) lim an = 
A zi daps l 
-|E dla p = —1 
b) lim an = 

—oo dla p < —2 
a 0 dlap=—2 
-]|5 dlap=2 


oo dlap>-2ipź2 
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77. 


78. 


79. 
80. 
81. 
82. 


G 2 Wi Si 


sin a + cos a = 

= V2(sin a- 2 +cosa- £) = 
= y2(sin a - cos $+ 

+ cos a - sin 7) = 

= vŻsin (a + 7) 

a € (0; 3), 


więc sin(a + 7) € (2; 1) 
Zatem: 


2 1 
lq] = V2|sin a(a+ 7 )| < l, 
co oznacza, że ciąg jest 
zbieżny. 
J=—- = 

1- sin a+cosa. 


—  sina+cosa 


sin a+cos a—1 


=. v2sin (a+ 7) = 
zs v2sin (a+7)-1 sł 2+v2, 


czyli sin (a + 7) = 1 


Zatem a = 4. 


1 
a1=12,9=—5 
2 
a1=5,9=3 
— lb gk 
L= DAEM 


a) Obwody trójkątów czerwo- 
nych tworzą ciąg geometrycz- 


ny o pierwszym wyrazie z 

i ilorazie i 

Suma obwodów: 
3 


"4 
b) Ciąg pól: 


43 y3 x3 
4 64» TOO 


jest ciągiem geometrycznym 
o pierwszym wyrazie 
1 


i ilorazie Ti” 


A 46 


Suma pól: $ = JE = 5 
mę) 


"mmm 256 5. Powtórzenie 


76. 


77. 


79. 


80. 


81. 


82. 


83. 


76. 


83. 


Dla jakiej wartości parametru p granica ciągu (aņ) jest równa 6? 


= 22 2p 
a) a=n (GDN 


= (n+ 2)?( 2p- 


p+2 
n2+2n n2+3n 
Dla jakich wartości parametrów a i b zachodzi poniższa równość? 


p+1 ) 
(n+2)(n+3) 


b) an 


Wykaż, że dla każdego a € (0; Z) szereg geometryczny o pierwszym wyra- 
zie a, = 1 i ilorazie q = jest zbieżny. Wyznacz wartość a € (0; 5), 


sin ERA a 


dla której suma tego szeregu jest równa v2 + 2. 


Suma wszystkich wyrazów nieskończonego ciągu geometrycznego jest rów- 
na 8. Suma pierwszego i trzeciego wyrazu jest równa 15. Oblicz pierwszy 
wyraz i iloraz tego ciągu. 


Suma wyrazów o numerach parzystych nieskończonego ciągu geometrycz- 
nego jest równa 6, a suma wyrazów o numerach nieparzystych jest równa 9. 
Oblicz pierwszy wyraz i iloraz tego ciągu. 


Suma wszystkich wyrazów nieskończonego ciągu geometrycznego jest rów- 
na 10, a suma kwadratów tych wyrazów jest równa 60. Oblicz pierwszy 
wyraz i iloraz tego ciągu. 


W trójkąt równoboczny o boku 1 wpisano trójkąt 
tak, że jego wierzchołki są środkami boków wyjścio- 
wego trójkąta (rysunek obok). W powstały trój- 
kąt wpisano w ten sam sposób następny trójkąt. 
Opisaną procedurę powtórzono nieskończenie wiele 
razy i otrzymano nieskończony ciąg trójkątów rów- 
nobocznych. Oblicz sumę: 


a) obwodów trójkątów czerwonych, 


b) pól trójkątów niebieskich. 


W kąt o mierze 60° wpisano nieskończony ciąg kół 
stycznych do siebie zewnętrznie (rysunek obok). 
Promień największego koła jest równy 3. Oblicz 
sumę: 

a) obwodów wszystkich tych kół, 
b) pól wszystkich tych kół. 


pn? +5pn2-n3 -n2 
CRUI) 


> =" 


2pn? (n+3)-n*(p+1)(n+1) _ 
(n+1)(n+-2)(n+3) 
pn? +5pn? -n3 -n2 
lim (nED)(nF2)(n+3) 


b)p=9 
|SO1| = 2r;, |SO>| = 2ro, BA = |SO>| + rı + ra, zatem r2 = 


a) an = 


= lim 


m =. zj =, 
DA EDO O SZK ZN 


iri. 
a) Ciąg obwodów: 6r, 2m 


6r i ilorazie 3. 


. jest REEF" geometrycznym o pierwszym wyrazie 
= 
=p 3 


5 EE RE 
Suma obwodów: $ = 


jest ciągiem geometrycznym o pierwszym wyrazie 9m 


9r 81m 
Ero wm 


b) Ciąg pék Our, To Facco 
i ilorazie z s. Suma pól: 5 = 


5.10. Geometria analityczna 


Dane są punkty A(x1, y1) i B(z2, Y2). 
Środek odcinka AB ma współrzędne: 


©1+%2 Yy1ty2 
Je 3 


Długość odcinka AB wyraża się wzorem: 
|AB| = y (x2 — 21)? + (y2 — 1)? 


Odległość punktu P(zg, y0) od prostej l o równaniu Ax + BY+C€=0 


wyraża się wzorem: |Acy + By +C| 
= 0 0 


VA + B 
Dane są punkty A(zx1, y1) i B(£2, Y2). Współrzędne wektora AB określone 
są za pomocą wzoru: 


d 


AB = [£2 — £1, Y2 — Yı] 
Długość wektora t = [a,b| wyraża się za pomocą wzoru: || = Va? + b. 
Wektorem przeciwnym do wektora w = [a,b] jest wektor —u = |—a, —b]. 
Sumą wektorów u = [a,b| i v = [c,d] jest wektor: 
u+v=|a+c,b+d] 
Różnicą wektorów u = [a,b] i v = [c,d] jest wektor: 


w — v = |a — c,b — d] 


Iloczynem wektora u = |a, b] przez liczbę a € R nazywamy wektor: 


au = [aa, ab] 


Zestaw | - wprowadzający 


1. 


Punkt S jest środkiem odcinka AB. Oblicz a i b. 
a) A(1, —3), B(2,5), S(a,b) c) A(0,4), B(a,b), S(2, —1) 
b) A(—3,a), B(b, 2), S(0,5) d) A(a, 2), B(2a, b), S(b, a) 


Oblicz odległość punktu A(3,2) od środka odcinka BC. 


Oblicz obwód trójkąta ABC. 
a) A(2, =1); B(6,7), C (2,4) b) A(0,3), B(2, —1), C(6,7) 


81a) |AB|=295, MO = 5, E= 5, 


Ob = 10 + 4v5 
b) |AB| = 2v5, |AC| = 2V13, |BC| = 4v5, 
Ob = 6V5 + 2V13 


a)a= -,6-1 

G =, DE 8 
c) a = 4, b = —6 
d)a=4,b=6 
) S(—1,—1),|AS| = 5 
b) S(6, —1),|AS| = 3V2 
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4. a) |AB|? = 232, 


AC = LIG, [EG] = tie 
równoramienny 
i prostokątny 
b) |AB|? = 320, 
AC]? = 205, 
BC|? = 205, 
równoramienny 
c) |AB|? = 17, 
AC|? = 425, 
BC|? = 442, 
prostokątny 
d) |AB|? = 260, 
AC|? = 148, |BC|? = 424, 
ani prostokątny, 
ani równoramienny 
ajv=> 
= dl 
c) I sposób 


Gas = ZĘ = -] 
SaB = (2,5) 


Oś symetrii: y = za c + z 
II sposób 


S(x,y), |AS| = |BS| 
v(e +1)? + (y— 7)? = 
= y (æ - 5} + (y + 2)? 


Oś symetrii: y = ża + g 

a) Prosta AB: 1+y+2=0 
- arreta — 

hoo a  =4V2 

|AB| =5v2, P=20 

b) Prosta AB: 


G=2ży-Ó= 10 

h= s 2 = 34/5 
|AB| = 4v5, P = 30 

a) |AB| = 2v5 


Odległość PRO A od 
o. CD: — 


o, 
= = 2V5: 5 = 

A 26 

a) Punkt należący do prostej 

k: K(0,2) 


Odległość punktu K od 
prostej l: d = am 

b) K(0,3), d= È SE 

a) względem osi OY 

b) względem początku układu 
współrzędnych 
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10. 


11. 


12. 


13. 


10. 


11. 
12. 
13. 


. Czy trójkąt ABC jest równoramienny? Czy jest on prostokątny? 
a) A(2, 1), B(16,7), C(6,11) c) A(—2,—9), B(2, —10), C(3,11) 
Wyznacz równanie osi symetrii odcinka AB. 
a) A(4, —14), B(4,25) b) A(—2,—2), B(2,10) c) A(—1,7), B(5, —2) 
Oblicz wysokość trójkąta ABC opuszczoną z wierzchołka C, a następnie 
pole tego trójkąta. 
a) A(—3, 1), B(2, —4), C(3, 3) b) AZ 2), B(6, 6), C(3, —3) 

. Oblicz pole równoległoboku ABCD, którego bok CD jest zawarty w pro- 
stej k. 
a) A(0,3), B(4,1), k:y = -4x +5 b) A(—1, —3), B(5, —1), k: x = 3y—5 
Oblicz odległość między prostymi k i 1. 
a) k: y = —3r +2, l: y =—3r-2 b) kky=qz+3,liy=3żz-1 
Sprawdź, czy okrąg o średnicy AB jest symetryczny do okręgu o śred- 
nicy CD względem osi OX, osi OY lub początku układu współrzędnych. 
a) ALL, 0), B(3, —6), C(—5, —4), D(1, —2) 
b) A(—3, =); B(5, 5), C(—4, 2), D(2, —6) 
Wyznacz współrzędne punktu B symetrycznego do punktu A względem 
prostej L. 
a) A(10,11),Ły-5=0 c) A(2,3),Ez+3y-1=0 
b) A(10,11), l:y = =z d) A(2,3), ly = jx -3 
Wyznacz współrzędne punktu przecięcia symetralnych boków trójkąta 
ABC. 
a) A(—5, 4), B(3,0), C(7,8) b) A(—6,4), B(—1, —1), C(2,2) 
a) Wyznacz współrzędne punktu leżącego na osi OX i równo odległego 
od prostych z +y—8= 0 oraz y= 7x — 14. 
b) Wyznacz współrzędne punktu leżącego na osi OY i równo odległego od 
prostych —1 + y + 4 = 0 oraz 2x—y—T=0. 
Wyznacz równanie prostej równoległej do podanych prostych oraz równo 
odległej od każdej z nich. 
a)c—y+2=0 xr—-y-5=0 b) 2x-—y-—3=0, 2r—-y+7=0 
a) B(10, —1) 
b) Prosta AB: y = £ +1, S(—4, 4), B(—11, —10) 
c) Prosta AB: a S(1,0), B(0, —3) 
d) Prosta AB: y = —2x + 7, S(4, —1), B(6, —5) 


a) (1,6) b) (—2,3) 

a) (—13,0) lub (2,0) b) (0,—2— v10) lub (0, —2 + v10) 

a) Szukana prosta ma postać y = z +b. Należy do niej punkt P(0,b), stąd: 
[1:0 LS — [1:0 SE 5| czyli b= —8 

y=r 5 


b) 2r- y+2=0 


Zestaw Il - ćwiczeniowy 


14. Dane są punkty A(—1,2), B(2,6) i C(4,2). Wyznacz współrzędne wektora: 


a) AB + BC, b) BÀ — AB, c) AB +2BQ. 


15. Dane są punkty A(2, 1), B(2, —3) i C(—1,3). Wyznacz współrzędne punk- 
tu P, wiedząc, że: a) AČ = BP, b) BÀ + PÒ = BO, c) PC = 24B. 


16. Punkty A, B, C i D są kolejnymi wierzchołkami równoległoboku, O zaś 


jest punktem przecięcia jego przekątnych. Czy prawdziwa jest równość: 
a) AB + B = AÖ + OČ, c) AC - DB = 24D, 
b) AB + AD = 240, d) 1AĆ+ 1DB = AD? 


17. Punkty A, B, Ci D są kolejnymi wierzchołkami równoległoboku. Wyznacz 
współrzędne punktu D, jeżeli wiadomo, że: 
a) A(—3, = B(5, 2), C(1, 6), b) A(3, =); B(5, 2), Gl, 6). 


18. Dane są punkty A(0,0) i B(—3,2). Narysuj w układzie współrzędnych 
odcinek A'B', który powstał przez przesunięcie odcinka AB o wektor v. 
Podaj współrzędne punktów A' i B.. 

a) v = [3,0] b) v = [3,3] c) v= 


[1,-3] qd) ? = [0, —4] 


19. Dany jest kwadrat o wierzchołkach A(2,2), B(4,6), C(0,8) i D(—2,4). 
Zmajdź współrzędne wierzchołków kwadratu otrzymanego przez przesu- 
nięcie kwadratu ABCD o wektor Y 


a) Y = AB b) P= FÀ c) Y= 10D 


20. W równoległoboku ABCD dane są: A(—3, —2), B(3, 1) oraz DB= [5, —1]. 
Wyznacz współrzędne pozostałych wierzchołków tego równoległoboku oraz 
oblicz jego pole. 


W dowolnym trójkącie środkowe przecinają się w jednym punkcie, zwa- 

nym środkiem ciężkości trójkąta. Współrzędne środka ciężkości trójkąta 

o wierzchołkach A(z1, y1), B(t2,y>) i C(x3,y3) wyrażają się wzorami: 
©1123 


B= y> 


Yı ty2+y3 
B 


21. W trójkącie równoramiennym ABC o podstawie AB dane są współrzędne 
wierzchołków A(—5,1) i C(3,7) oraz środka podstawy D(—1,—1). Wy- 
znacz współrzędne środka ciężkości tego trójkąta. 


19. a) A'(4,6), B'(6, 10), C'(2, 12), D'(0,8) 

) A'(0, =2), 8(2,2). ©'(-2, 4), D'(—4, 0) 

) A'(1,0), B'(3, 4), C'(—1, 6), D'(—3,2) 

DB = [3 yp] = [5, —1], czyli D(—2,2) 

DĆ = [zc + 2,yc — 2| = AB — [6,3], czyli C(4,5) 
Prosta AB: z —2y—1=0 
Odległość wierzchołka D od prostej AB: h = FORZA = 18 
Muaj = aE, eel F=26 GE = 

21. DB = AD = [4, —2], czyli B(3, —3). Środek ciężkości: (Ł, 5) 


e e 


20. 


U 


Tam IL 


Ę 


[cs + l,yB +1] = 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


a) AB + BC = 
b) BÅ — AB = 
= [-3, —4] — [3,4] = [-6, —8] 
c) AB + 2BĆ = 

= [3,4] + 2[2, —4] = 
a) [-3,2] = [a 
czyli P(—1, —1) 
b) [0,4] + [-1 
= [-3,6] 
-1-2,7=y] = 
czyli P(2, 1) 

e) [-1-2,3—y| = 20, -4, 
czyli P(—1,11) 
a) tak, AB + BO = 
= AÖ + OC 
b) tak, AB + AD = 

= AB +- BĆ = AĆ = 20 
c) tak, AČ — DB = 

= AĆ+BD= 

= 240 + 20D = 2AD 
d) nie, {A0 + 4D 

= JÖ + OB = AB + AD 
D(x, y) oraz DĆ = AB 
a) DG = [1 — z,6 — y] = 
= [8,4], czyli D(=7, 2) 
b) DC =|-1—2,6-y| = 
= [2,3], czyli D(—3, 3) 

a) A'(3,0), B'(0,2) 
b) A'(3,3), B'(0,5) 

c) A'(1,—3), B(-2, —1) 
d) A'(0, —4), B'(-3, —2) 


AC = [5,0] 


[7, —4] 
2,y +3], 


1,3-y] = 


[-3,6], 


RZ 
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22. 
23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


OS2Z-2, PSJ 

+y =10 

=] + g= = it 
c — 3)? + (y+ 1)? = 25 
WE = 
=D ty- =% 


SE 
8 
[5 


a 
<~ 


w 
SEŻ 


8 


sp 
= 


( 
( 
( 
( 
( 


(0=57 =% 


(y — 4)? = 16 


I 


e gz 52 GE 
= 
S 
KO 


1)? + (y-4)7=1 
=e oerip 
5 
W= = 
S(3, 2) 
(z — 3)? + (y= 2)” =9 
b) S(xo,2), r=|zo|, 


a 


2 
= 
b= 

=> 

w N 


.(=DF=m 
a) (z +1}? +(y- 1}? =1, 
czyli S1(—1, M) i T1 = 1 
552 
I przypadek 


r+rm=4,czylir=3 
Równanie okręgu: 

e- | USD 
II przypadek 


r = m| = 4, czylir=5 
Równanie okręgu: 
(©=37-(0= 17 =% 


b) (z — 3)? + (y - 1)? =9 lub 


(c — 3)? + (y — 1)? = 49 
a) styczne wewnętrznie 
b) rozłączne zewnętrznie 
c) przecinają się 

d) styczne zewnętrznie 
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z4) t (y +2) = 25 lub 
3)2 


22. W trójkącie ABC dane są: A(1, —3), B(4,2) i środek ciężkości D(1, —1). 


Wyznacz współrzędne wierzchołka C oraz oblicz pole tego trójkąta. 


Okrąg o środku w punkcie S(a,b) i promieniu r > 0 jest zbiorem wszyst- 
kich punktów płaszczyzny, których odległość od punktu S jest równa r. 
Punkt (x,y) należy do tego okręgu wtedy i tylko wtedy, gdy: 

(z-a) +(y-b*=r* 


Równanie z? + y? + Az + By + C = 0, gdzie A, B, C są stałymi, jest 
równaniem okręgu wtedy i tylko wtedy, gdy a T gZ =O > (l. 


23. Wyznacz równanie okręgu o środku $ przechodzącego przez punkt 4. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


30. 


31. 


29. 


30. 


31. 


a) S(0,0), A(1,3) b) S(1,3), 4(0,0) c) S(3, —1), A(0,3) 
Wyznacz równanie okręgu o promieniu 5, do którego należą punkty A i B. 
Wyznacz równanie okręgu o środku S(—1,4), który jest styczny do: 

a) osi OX, b) osi OY, c) prostej 4x — 3y = 9. 
Punkt A należy do okręgu stycznego do osi OY w punkcie B(0, 2). Wyznacz 
równanie tego okręgu, jeśli: a) A(6,2), b) A(-2, —2). 


Wyznacz równanie okręgu o środku S(3, 1) stycznego do okręgu o podanym 
równaniu (rozpatrz dwa przypadki). 


a) z ry? +20—2y+1=0 b) z? +y? +2z+4y+1=0 


Dany jest okrąg o środku S(1, 2) i promieniu 2. Określ wzajemne położenie 
tego okręgu oraz okręgu danego równaniem: 

a) a +(y-2)7=1, c) x? —2a+y —8=0, 

b) (1 +2)? + (y+ 2)? =8, d) z? — 10x + y? — 4y + 25 = 0. 


Zbadaj wzajemne położenie okręgów O; i Op. 
a) Oi: £? +y? —8y+8=0, Oz: x? +y? —81+8=0 
b) Oi: £? +y? — 4r +8y+11=0, Os: xr? +y? +6x —4y—12=0 


Dla jakich wartości parametru m podane równanie opisuje okrąg? 
a) a +y —2y-m=0 b) x? +y? —2mzr—-m=0 


Wyznacz równanie okręgu opisanego na trójkącie ABC. 
a) A(—9, 0), B= —4), C(3, 4) b) A(=M; 1), B(3, =1); C(3, 5) 


a) O1: £? + (y — 4} = 8, 91 (0, 4), rı = 2V2 

O»: (x — 4)? +y? = 8, S2(4,0), ra = 2V2 

|S152| = 4V2 = rı + ro, więc okręgi są styczne zewnętrznie. 
b) Or e = = (Wd? ==40, S(2=49), m=3 

O»: (1 +3)? + (y— 2)? = 25, $2(—3,2), ra =5 

|5152| = V61 < m + ra 

|r1 — re| < |5152| < rı + ra, więc okręgi przecinają się. 
ajxzzę(y D=1+m 

1+m >0, czyli m > —1 

b) (z-m)? +y =m +m 

m(m + 1) > 0, czyli m € (—00; —1) U (0; o0) 

a) (r +3)? + (y — 2)” = 40 b) (x — 2) + (y - 2) = 10 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


40 


Dany jest okrąg o środku S(—2,3) i promieniu 3. Określ, ile punktów 
wspólnych ma podana prosta z tym okręgiem. 


a) 3r—4y+4=0 by=«x+1 c) 3 +4y+9=0 


Określ, ile punktów wspólnych ma podana prosta z okręgiem o równaniu 
(z + 2)? + (y — 3)? = 25. 


a) c—2y+18=0 b) 2xr-—y-—6=0 c) 4r3y-8=0 


Oblicz odległość między prostymi k il. Wyznacz równanie okręgu o środku 
leżącym na osi OX stycznego do obu tych prostych. 

a) ky=«a+l,lty=x—3 b) kky=—2x—6, l: y = —2x + 14 
Dla jakich wartości parametru m podana prosta jest styczna do okręgu 
określonego równaniem z? — 4x + y? + 2y — 11 = 0? 


a)z-y+m=0 b)r+ty+m=0 c) c-2y+m=0 


Wyznacz równanie okręgu, który jest obrazem okręgu K w symetrii wzglę- 
dem prostej l. 

a) K:(1—6)+(y+1)7”=16 Ey=xz+1 

b) K:(1 +2)? + (y -37 = 50, l:2y-x1+2=0 


Rozwiąż układ równań. Podaj jego interpretację geometryczną. 


7 o | 
I | 


Oblicz długość cięciwy okręgu K zawartej w prostej /. 
a) K:a*+y” —2a—2y+1=0, kaz—y-1=0 
b) K:x? +y? —6x—8y+15=0, lia+2y-6=0 


a ły =9 
r +y — 20 —2y—3=0 


a ty —60-—7=0 
y=z+1 


x” ky” = 25 
a +y +8z+7=0 


a” ky” — 2r —2y=0 
y=c+4 


Oblicz odległość punktu P(—1, —4) od prostej, do której należą punkty 
wspólne okręgów x? — 6x + y? — 8y +21 = 0 oraz z? + y? — 2y—9=0. 
Punkty A(0, 4) i D(—3,0) są wierzchołkami trapezu równoramiennego 
ABCD, a jego podstawa AB zawiera się w prostej 2x — y = 4. Prosta 
c + 2y—2=0 jest osią symetrii tego trapezu. 

a) Oblicz współrzędne wierzchołków B i C tego trapezu. 

b) Wyznacz równanie okręgu opisanego na tym trapezie. 

b) Środek okręgu leży na osi symetrii 
stąd S(z, —3zz + 1) 

|AS| = |CS] 


a) Wyznaczamy środek podstawy AB: 
21 -y=4 


, czyli $ 2,0 
EW A 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


, 


1)°+( 


fa? + (5 1a)? = /(a i 


SaB B = [zs — 2, yB] = ASaB = [2,4], ł 

czyli B(4, 4) 

Prosta CD: y = 2x + 6 

Wyznaczamy środek podstawy CD: 
y=2x+6 
B-rży=2= (I 

SobĆ = [zo + 2,y0 

czyli C(—1, 4) 


= 3, stąd S(Ę, 4) 
OR 2 325 
=|AS|” = 5 


2 
D= 


, czyli Spc (—2, 2) 


2] = DS6p = [1,2], 


T 


3)? 


a) d= #, 

dwa punkty wspólne 

b) d = 2V2, 

dwa punkty wspólne 

c) d=3, 

jeden punkt wspólny 

a)2 b)0 c) 1 

a) d=2y2 (z—1)” ty =2 


b) d = 4%5, (x —2)*+y? = 20 


(z-27+(y+1)7=4 


I2+1+m| _ 

a) AB =A 

m = —3+44/2, m = —3—4 V2 
|2-1+m| _ 

m = —1+44/2, m = —1—4y2 
|2+2+m| _ 

c) A = 4 

m = —4+44y/5, m = —4—44/5 

a) (r +2)? + (y— 7)” = 16 

b) (z — 2)? + (y +5) =50 

a) z = —1, y = 0 lub 

BRO y= 

b) sprzeczny 

o) a= a o = O e 

H= S 

d) z = —4, y = 3 lub 

zT=—4y=—3 


a) V2 b) 2y5 


Przekształcamy równania 
okręgów: 

x +y = 6x + 8y — 21 

i x? +y? = 2y +9, stąd 
owcy 21 =2YRSO 
B<y=>B=(U 

Gl = LO =5/A 
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41. 


42. 


43. 


44. 


45. 
46. 


47. 


48 


©=mp=o 
= 
awe (= i); 
czyli m € (1; 2), 
ge (= 1), 
czyli m € (0; 2) 
Zatem m € (1; 2). 


T= 
y=2-m 


Iim =E 
Zatem m = 0 lub m = 4. 


cz=m-l 
a) 
y=-1 


(m-17+1<Ę 


16 
Zatem m € (4; 1). 


(EE 

Zatem m € (0; 2). 

a) mı = —2, P,(-3, 3), 
— 3v10. 

d = 24 


mə = 0, Pa(—3,3), do = 37 
b) m =0, P(-4,1),d=vV17 
m=l, aty = 
a=—2,b=l, 
y =2r +2, y= 
A(—1,0), B(5,0) 
Ob = 6 + 4V2 + 2V5 
|AB| = 3y5, C(x,3x + 1), 
h=2y5 


dł== | = 2/5 
[fa + 3| = 10 


w="Milub<e= -8 
C(1,4) lub C(-2,—3) 


Prosta AB: y = -4x — 3 
Prosta AC: y = —2 
BG 3), C= (3, —2) 


Prosta BC: y = —2x — 11 
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Zestaw lIl - podsumowujący 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


49. 


50. 


Dla jakich wartości parametru m punkt wspólny prostych o równaniach 
w+2ły=-lix—y=3m—4 należy do wnętrza kwadratu o wierzchoł- 
kach (1, 1), (1, l), > 1) i FE —1)? 


Dla jakich wartości parametru m proste o równaniach 3x — 2y = 2m — 1 
i x+y = 3- m przecinają się w punkcie należącym do okręgu xz? +y? = 5? 


Dla jakich wartości parametru m punkt wspólny prostych k i l należy do 


koła ograniczonego okręgiem z? + y? = 36? 


a) k: 3x + 4y = 3m- 7, l xr—4y=m+3 
b) k:4zr+y=m-—4, l:2xz—y=-m-— +t 


2 


Dla jakich wartości parametru m proste k i l są prostopadłe? Dla wyzna- 
czonych wartości m oblicz odległość punktu przecięcia tych prostych od 
początku układu współrzędnych. 

a) k:mz +2y—6=0, l:4x+my+6=0 

b) k: (m° -mzty-1=0, I:(m-1l)z+my-4=0 


Dla jakiej wartości parametru m proste o równaniach 2z + my + 1 = 0 
i 2mgz +y -— 1 = 0 nie mają punktów wspólnych? Dla wyznaczonej warto- 
ści m podaj równanie okręgu o środku w początku układu współrzędnych, 
który jest styczny do obu tych prostych. 


Proste o równaniach az + y = b+ 1 i x+ by = 1 — 2a przecinają się 
w punkcie P(1,4). Oblicz obwód trójkąta ABP, gdzie A i B są punktami, 
w których podane proste przecinają oś OX. 


Pole trójkąta ABC o wierzchołkach A(—3,1) i B(3,—2) jest równe 15. 
Wierzchołek C należy do prostej o równaniu y = 3x + 1. Oblicz współ- 
rzędne wierzchołka C. 


W trójkącie ABC wierzchołek A ma współrzędne (3, —2), a dwie wysokości 
zawierają się w prostych y= 2x +7 i x = —7. Wyznacz równania prostych 
zawierających boki trójkąta ABC. 


Oblicz współrzędne wierzchołków trójkąta, wiedząc, że punkty P(—3,1), 
R(—2,—6), 5(0,0) są środkami jego boków. Wyznacz równanie okręgu 
opisanego na tym trójkącie. 


Oblicz odległość środka okręgu opisanego na trójkącie ABC od środka jego 
ciężkości, jeżeli wiadomo, że A(—8,0), B(4, —6) i C(—2, 6). 


Niech P, R, S będą odpowiednio środkami boków AB, BC, AC. 
Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa: AB || SR, BC | PS 
oraz AC || PR 


Prosta AB: y = 3x + 10 
Prosta BC: y= -iz — = 
Prosta AC: y = —Ta 

Zatem A(—1,7), BCS —5), C(1, —7), z? +y? =50. 
Środek okręgu: O(—1, —1) 

Środek ciężkości: S(—2, 0) 

[OS] = v2 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


Z punktu P(2,0) poprowadzono styczną do okręgu (x +3)? + (y—4)”=1. 
Oblicz odległość punktu P od punktu styczności. 


Podstawa AB trójkąta równoramiennego ABC jest zawarta w prostej 
21 — y — 3 = 0 oraz |AC| = |BC| = 2v10. Wyznacz współrzędne po- 
zostałych wierzchołków tego trójkąta, jeśli wiadomo, że C(—3,1). 


Punkt A(—4,4) jest wierzchołkiem kwadratu, którego jedna z przekątnych 
jest zawarta w prostej y = ir + 1. Wyznacz współrzędne pozostałych 
wierzchołków oraz równanie okręgu opisanego na tym kwadracie. 


Punkt P(0,—2) jest środkiem podstawy trójkąta równoramiennego, 
a punkt S(3,—3) jest punktem przecięcia się jego środkowych. Wyznacz 
współrzędne wierzchołków tego trójkąta, jeśli wiadomo, że jedna ze środ- 
kowych zawiera się w prostej Tz + y — 8 = 0. 


W trójkącie równoramiennym ABC wierzchołek A ma współrzędne (0, —2). 


Podstawa tego trójkąta zawiera się w prostej z + y = 6 i ma długość 4v2. 
a) Oblicz współrzędne wierzchołków B i C tego trójkąta. 


b) Wyznacz równanie okręgu opisanego na tym trójkącie. 


Punkt P(—2, —2) jest wierzchołkiem rombu, którego jeden z boków jest 
zawarty w prostej z — 2y — 2 = 0. Punkt S(1,2) jest środkiem symetrii 
rombu. Wyznacz współrzędne pozostałych wierzchołków oraz cosinus kąta 
ostrego tego rombu. 


Wyznacz równania stycznych do okręgu z? + y? + 2a — 6y + 5 = 0 prosto- 
padłych do prostej c — 2y + 1 = 0. 


Dla jakich wartości parametru k punkt przecięcia prostych y=z+k—3 
i y = —2r + 10k należy do koła o środku S(1, —2) i promieniu 1? 


Punkt 5(1,0) jest środkiem boku AB równoległoboku ABCD oraz 
BĆ = [1,3] i CD = [-6, —2]. Wyznacz współrzędne wierzchołków tego 
równoległoboku oraz oblicz jego pole. 


Punkty A(—5, 2) i B(—1, —2) należą do okręgu x? +y?” + 2x —4y = 11. Wy- 
znacz współrzędne punktu C należącego do tego okręgu tak, aby trójkąt 
ABC o podstawie AB był równoramienny. 


Punkty A(2,—1), B(5,2) i C(0,7) są trzema wierzchołkami prostokąta 
ABCD, na którym opisano okrąg. Wyznacz równanie stycznej do tego 
okręgu w punkcie D. 


Prosta zawierająca wysokość poprowadzoną z wierzchołka A: y = x — 2 
a) Środek podstawy BC: b) Przyjmijmy, że B(6,0) i C(2,4). 


E E Współczynnik kierunkowy prostej AB: 
r E aaB = 4 
.-E Środek boku AB: Sas (3, —1) 
SBc(4, 2) Symetralna boku AB: y = —3c + 8 
(a 4)? (y 2)? = (2V2)? Srodek okręgu: 
z+y=6 a 
B(6,0), C(2, 4) lub B(2, 4), C(6, 0) 0-2 
S (2,3) 
Promień okręgu: r° = |SA|* = $ 
2 2 
e=} Ge) =F 


51. 


52. 


53. 


54. 


56. 
57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


A — punkt styczności 

S(—3,4) — środek okręgu 

|PS| = VAI, |SA|=1 

|PA| = 2v10 
2r—-y-3=0 

A = 40 

a” —2r—3=0 

A(—1, 5), B(3,3) 

Druga przekątna: y = —2a —4 

Punkt przecięcia przekątnych: 

S(—2,0) 

C(0, —4), |SC| = 25, 

/(G+22+ (5x2 + 1)2 = 

= 2/5 

B(—6, 2), D(2, 2) 

(c + 2)? +y = 20 

Współczynnik kierunkowy 

prostej PS: 5 

Prosta AB: y = —2x — 2 
Tr+y-8=0 

==3=2 


B(2, —6), A(-2, 2) 
PG =3PS, C(4,0) 
(3, 2), (4, 6), (=i z), ż 
Środek okręgu: S(—1, 3), 
r=y5 
Styczne: y = —2x + b, 
[2(EDsEiEg=H4| 
2 da 
b=—4lubb=6 
y = -—20 
((8k + 1) — 1) + 
+((4k — 2) + 2)? <1 
k€(-5;5) 
A(—2, =l); B(4, 1), C(5, 4), 
D(-1,2), P=16 
Wysokość trójkąta równo- 
ramiennego ABC zawarta jest 
w prostej y = z +3. 
c +y +2 —4y=11 
Y= mS 
W m = 
Zatem: 
CEN ENV 2) 
lub GOYA LNI 2). 
D(—3, 4), y = 4z + 16 


4, y= -—2x1+6 
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5.11. Planimetria 


Środkowa trójkąta to od-  Symetralna boku trójką- Dwusieczna kąta wewnętrznego 
cinek łączący wierzchołek ta to prosta prostopadła trójkąta to półprosta o począt- 
trójkąta ze środkiem prze- do tego boku i przecho- ku w wierzchołku tego kąta, 
ciwległego boku (np. odci- dząca przez jego środek dzieląca go na dwa kąty przy- 


nek CD). (up. prosta l). stające (np. półprosta CD). 
Punkt przecięcia się środkowych trójkąta C 

(środek ciężkości) dzieli każdą ze środko- a, 3 

wych w stosunku 2:1, gdy liczymy od wierz- OE 2 
chołka. A z 


Symetralne boków dowolnego trójkąta przecinają się w jednym punkcie, 
który jest środkiem okręgu opisanego na tym trójkącie. 


C 
c 
a i 


Dwusieczne kątów wewnętrznych dowolnego 
trójkąta przecinają się w jednym punkcie, któ- 
ry jest środkiem okręgu wpisanego w ten trój- 


kąt. 
Wzory na pole trójkąta 


4 dl . . Bola: 
P = ;ch, gdzie h jest wysokością opuszczoną na bok c 


a dl . . . . . . 
P = „bcsin a, gdzie a jest kątem między bokami b i c 


P = S$ .p, gdzie r jest promieniem okręgu 
wpisanego w trójkąt A c B 


a= ae, gdzie R jest promieniem okręgu opisanego na trójkącie 


Zestaw | - wprowadzający 


1. Trójkąt ABC jest trójkątem prostokątnym o kącie prostym przy wierz- 
chołku C. Oblicz miary kątów 0 i g, jeśli wiadomo, że odcinek: 


a) CD jest wysokością, b) AD jest zawarty c) CD jest środkową. 
w dwusiecznej, 
C C C 
a A P 
ść md aś w 
A D B A B A D B 


Wskazówka do podpunktu c). W trójkącie prostokątnym środkowa poprowadzona z wierz- 
chołka kąta prostego jest promieniem okręgu opisanego na tym trójkącie. 


2. Długość jednej z przyprostokątnych trójkąta prostokątnego jest równa 3. 
Oblicz długości pozostałych boków tego trójkąta, jeśli wiadomo, że: 
a) wysokość opuszczona na przeciwprostokątną jest równa v5, 
b) środkowa wychodząca z wierzchołka kąta prostego jest równa 2,5, 


c) odcinek dwusiecznej kąta prostego zawarty w trójkącie jest równy 2v2. 
Wskazówka do podpunktu c). Zapisz pole trójkąta jako sumę pól trójkątów, na które 
podzieliła go dwusieczna. 


3. Przyprostokątne trójkąta prostokątnego mają dłu- c 
gości 3 cm i 4 cm. Oblicz: 
a) długości środkowych tego trójkąta, D 
b) wysokość opuszczoną na przeciwprostokątną, 
c) długość odcinka AD (rysunek obok). % a > 


4. Dwa boki trójkąta mają długości 3Y3 i 6, a kąt między nimi zawarty ma 
miarę 30°. Oblicz: 
a) pole tego trójkąta, b) wszystkie wysokości tego trójkąta. 


5. Dany jest trójkąt prostokątny równoramienny o przeciwprostokątnej dłu- 
gości 18 cm. Srodkowe tego trójkąta przecinają się w punkcie P. Oblicz 
sumę odległości punktu P od wierzchołków tego trójkąta. 


6. W trójkąt prostokątny wpisano okrąg. Przeciwprostokątna została podzie- 
lona przez punkt styczności z okręgiem na odcinki o długościach 2 cm 
i 3 cm. Oblicz długości przyprostokątnych oraz promień okręgu wpisanego 
w ten trójkąt. 


6. ELF <(B=9=F,7>0 
2 r?+5r-6=0 
2 Zatem r = 1 cm, a = 3 cm, b = 4 cm. 
3 
r 
6 3 


1. a) 6=30, p = 60° 
b) 6 = 3230, p = 5730 
c) 6=50, p = 40° 


2. x — druga przyprostokątna 
y — przeciwprostokątna 


xz,y>0 

a) 3e = OU, więc y = 32 
3 +2 = (55) 

z= y= 


DUS REE 
c) į -3 -2v2 . sin 45°+ 
+4 - 2V2. xsin 45° = 2 - 3x 


x = 6, y = 3V5 
3. a) Š cm, v13 cm, a cm 
b) 2 cm 


1.3.|AD| - sin 45° + 
+2 - |AD|- 4- sin45* = 
=2-3-4 
|AD| = ŻE cm 

4. a) 2 b) 38,3, 3V3 


5. c 


A R B 
|AB| = |AC| = 9V2 cm 
(CR =|57]| = = cm 
|AS| =9 cm 
3(2: 50 19) = 
= 6(v10 + 1) [cm] 
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7. a) 7. Oblicz pole trójkąta prostokątnego o jednej z przyprostokątnych długości 


T 6 cm, jeśli wiadomo, że: 
Ę a) promień okręgu wpisanego w ten trójkąt jest równy 2 cm, 
4 b) promień okręgu opisanego na tym trójkącie jest równy 4 cm. 
2 8. Promień okręgu opisanego na trójkącie prostokątnym jest równy 12,5, 
3 2 a promień okręgu wpisanego w ten trójkąt jest równy 3. Oblicz pole tego 
GC A? trójkąta. a 
© = 6 cm, 2 cm+ 7g = 8 cm 9. Dane są długości boków trójkąta prosto- D 
P = 924 cm? kątnego ABC (rysunek obok): |AB| = 10, 
b) c= 83cm b= 24/7 cm |BC| =8i|AC| =6. D jest punktem stycz- 
POT e ności okręgu wpisanego w ten trójkąt z bo- 
8 © kiem BC. Oblicz długość odcinka AD. á B 
„0 T 
> r 10. Podstawa w trójkącie równoramiennym ma długość 8 cm, a wysokość na 
JĘSĘ 3 nią opuszczona jest równa 4 cm. W trójkąt ten wpisano okrąg. Oblicz 


długości odcinków, na które ramię trójkąta zostało podzielone przez punkt 
styczności z okręgiem. 


(GE +(8-405=A7 =26" 
M=ZZAUBEZAZI 


P=,.A4=4 11. W okrąg o promieniu 5 cm wpisano trójkąt równoramienny o kącie między 
9. |CD| = r, gdzie r jest pro- ramionami 120°. Oblicz długości boków tego trójkąta. 
mieniem okręgu wpisanego 
w trójkąt ABC 12. Na okręgu o promieniu 6 cm opisano trójkąt równoramienny o kącie między 
ŚĆ = EE ramionami 150°. Oblicz długość podstawy tego trójkąta. 
n= 
|AD| = v6? + £ = 24/10 Cechy podobieństwa trójkątów 
10. G Cecha BBB: jeśli długości trzech boków jednego trójkąta są odpowiednio 
proporcjonalne do długości trzech boków drugiego trójkąta, to trójkąty te 
z > są podobne. 


Cecha BKB: jeśli długości dwóch boków jednego trójkąta są odpowied- 
nio proporcjonalne do długości dwóch boków drugiego trójkąta oraz kąty 


A D B zawarte między tymi bokami są równe, to trójkąty te są podobne. 
|AC| = |BC| = 4/2 cm Cecha KKK: jeśli kąty jednego trójkąta są równe kątom drugiego trójkąta, 
|AF| = |AD| = 4 cm to trójkąty te są podobne. 
Punkt styczności dzieli ramię Twierdzenie Talesa 


trójkąta na odcinki o długo- Jeżeli ramiona kąta A przetniemy dwiema prosty- 

ściach: 4(Y2— 1) cm, 4 cm. mi równoległymi BD i CE (rysunek obok), to: 
11. 2z,2x,2v3x — długości bo- |AB| |BC| |AB| |AD| 

ków trójkąta i [AD] = |DE|? AC] T |AE| A 

x — wysokość trójkąta 

Korzystamy ze wzoru: 


B= 12. Cp 

> OE Ji 

czyli 2x = 5 

Długości boków trójkąta: A D B 


5 cm, 5 cm, 5V3 cm 
gaj = sin 75° = sin(45° + 30°) = sin 45° cos 30° + sin 30° cos 45° = 2 
|SC| = zz = 6(v6 — v2) [em] 


[BEJFZ |DB| = cya o o) _ tg454+tg30% _ 
bej = aoe aan 7 0503 = (EB U = e aga 2 1 v3 


|DB| = 6(v6 — V2 + 1)(2 + V3) = 6(V6+ V3 + V2 + 2) [em] 
|AB| = 12(V6 + V3 + V2 + 2) cm 
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13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


SS= Szot 


W trójkącie prostokątnym ABC z wierzchołka kąta B 
prostego opuszczono wysokość CD (rysunek obok). 
Oblicz promienie okręgów wpisanych w trójkąty 
ABC, ADC i BCD, jeśli wiadomo, że |AD| = 3 oraz 
|CD| =4. 


W trójkącie prostokątnym wysokość opuszczona na 
przeciwprostokątną dzieli ją na odcinki o długościach 
4 cm i 9 cm. Oblicz pole i obwód tego trójkąta. C A 


W trójkącie prostokątnym wysokość opuszczona na przeciwprostokątną 
dzieli ją w stosunku 1:4. Oblicz stosunek: 

a) pól trójkątów, na które wysokość dzieli ten trójkąt, 
b) długości przyprostokątnych tego trójkąta. 


D 


Odcinki BE i CD są równoległe (rysunek 


obok). Oblicz z i y. 4 4 B 3 © 


W trójkącie ABC poprowadzono dwie proste równoległe do boku AB. 
Podzieliły one trójkąt na trzy figury o równych polach. Oblicz długości 
odcinków, na które te proste podzieliły bok AC, jeśli ma on długość 3v3. 


Okręgi styczne (mają jeden punkt wspólny) 
styczne zewnętrznie styczne wewnętrznie 


|OS|=R+r (Ge [OS| = |R—r| 


Okręgi przecinające się (mają dwa punkty wspólne) 


(5) |R— r| <|OS|<R+r 


Okręgi rozłączne (nie mają punktów wspólnych) 


rozłączne zewnętrznie rozłączne wewnętrznie 


650 |OS| < |R=r| 


17. AABC ~ ADEC ~ AFGD (z cechy KKK), stąd: 


ZE =3 > skala podobieństwa kı = = 
FC 

Zatem F = = I czyli |FC| = 3. 

ae m = więc skala podobieństwa k2 = Z, 

Zatem PEH — 42, czyli |DF| = 3V2 — 3. 

|AD| = 3v3 — |FC| — |DF| = 3(V3 — V2) 


13. |CA|=5 


14. 


15. 
16. 


AABC ~ AACD ~ ACBD 
(z cechy KKK), stąd: 


[AD| _ |CA| _ |OD| _ 3 
ICD| |BC| AR 4) 
czyli |BC| = 35 i |BD| = 


Obliczamy Ra. ka 
stając ze wzoru: 
P = a--b--c , r 
2 
Szukane wysokości: 
hagc = 5, hacp=l, 
Ti 
hoBD = 3 
Przyjmijmy oznaczenia jak na 
rysunku w zadaniu 13, wów- 


czas: 
AACD ~ ACBD (z cechy 


KKK), stąd: 

Ep = Spl: czyli 

ICD| = y |AD| - |BD| = 
4-9 = 6 [cm] 

P = 4 - 13- 6 = 39 [cm’] 

|CA| = 2/13 cm 


|BC| = 3Y13 cm 

Ob = (13 + 5V13) cm 

a) 1:4 b) 1:2 

AABE ~ AACD (z cechy 
KKK), stąd: 


Zk A = 
= gig: WiC T= 
y 


— 2 A = 
=; więcy= 5 


15 
4 


ISIS 
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18. a) 3-—V5<2V5<3+45 18. Dane są dwa okręgi o promieniach r i R. Określ wzajemne położenie tych 


Okręgi przecinają się. okręgów, jeśli wiadomo, że odległość między ich środkami wynosi 2v5 oraz: 
b) 2V5 >1+2 a) r= v5, R=3, c) r=2, R=2(yv5—1), 

Okręgi są rozłączne b)r=1,R=2, d)r=15,R=35. 

zewnętrznie. 

c) 2V5 = 2(v5- 1) +2 19. Promienie dwóch okręgów są równe 2 i x + 3, a odległość między ich 
Okręgi są styczne środkami jest równa 6. Dla jakiej wartości x okręgi te są: 

zewnętrznie. i 

d) 3,5 — 1,5 < 2/5 < a) styczne zewnętrznie, b) styczne wewnętrznie? 

<3,5+ 1,5 


ŚR: AE 20. Dane są dwa okręgi o promieniach r i R, a odległość między ich środkami 
Baa ERA jest równa x. Określ liczbę punktów wspólnych tych okręgów w zależności 


19. a) |z +3 + 2| = 6, od z 
gdzie z > —3 | 
R | a)r=1l,R=5 b) r=v3, R=2—v3 
K e Tos ; = 21. W trójkącie prostokątnym ABC odcinek CD jest wysokością, a przypro- 
aa 0a stokątne mają długości |AC|=5 i |BC| = 2v5. Dane są również dwa 


okręgi: pierwszy o środku w wierzchołku Č i promieniu 1, drugi o środku 
w punkcie D i promieniu r. Podaj liczbę punktów wspólnych tych okręgów 
w zależności od r. 


20. a) 0 punktów dla 
x € (0;4) U (6;00), 
1 punkt dla z € {4, 6}, 


2 punkty dla z € (4; 6) 22. Dwa okręgi styczne zewnętrznie wpisano w kąt o wierzchołku P. Oblicz 
b) 0 punktów dla promienie tych okręgów, jeśli wiadomo, że odległość punktu P od jednego 
c € (0; 2V3 — 2) U (2; 00), ze środków okręgów wynosi 6 cm, a od drugiego — 14 cm. 


1 punkt dla x € {2V3 — 2,2), 

2 punkty dla z € (2y3 — 2; 2) 
21. 0 punktów dla 

r € (0;23) U (45; 00), 

1 punkt dla r € 23,43), 

2 punkty dla r € (23;45) 


Kąt środkowy w okręgu ma miarę dwukrotnie więk- 
szą od miary kąta wpisanego w ten okrąg opartego 
na tym samym łuku. 


Kąty wpisane w okrąg oparte na tym samym łuku 
mają równe miary. 


Suma miar kątów a i 6 wpisanych w okrąg, jak na 
rysunku po lewej, jest równa 180°. 


Trójkąty PBO» i PAO: są podobne (KKK). 


R_ 14 
iP 6 


R+r=|PO;| — |PO»| = 8 
r=24 cm, R =5,6 cm 
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23. 


b]24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


28. 


29. 


~ miary kątów q, A iy 
ia e CD c) 


SWE 


Uzasadnij, że kąt PAB między styczną do okręgu 
a cięciwą okręgu poprowadzoną z punktu styczności 
jest równy kątowi wpisanemu AC B opartemu na łu- 
ku wyznaczonym przez końce tej cięciwy (rysunek B 


obok). 


A P 
W okręgu o środku O poprowadzono cięciwę AB. Miara kąta zawartego 
między cięciwą AB a styczną do okręgu poprowadzoną w punkcie B wy- 


nosi 58°. Wyznacz miary kątów trójkąta AOB. 


|. k jest styczna do sa o środku O. bo S kąta a. 


T 
p) cm. 


Wyznacz miarę kąta zawartego między cięciwą AB a styczną do okręgu 


W okręgu o promieniu 3 cm cięciwa AB wyznacza łuk o długości 


poprowadzoną w punkcie A. 


"e j Wielokąt nazywamy foremnym, jeśli 
a) Podaj miary kątów wewnętrz- 


ORA i ma wszystkie boki równe i wszystkie 
nych dziesięciokąta i dwunasto- 


kąty wewnętrzne przystające. 
kąta foremnego. 


b) Wykaż, że kąty wewnętrzne n-kąta foremnego mają miarę + - 180°. 


Oblicz długość boku wielokąta foremnego o obwodzie równym 20, jeśli su- 
ma miar kątów wewnętrznych tego wielokąta jest równa: a) 540°, b) 1440". 


a) Dziesięciokąt foremny: 144° 

Dwunastokąt foremny: 150° 

b) Suma miar kątów wewnętrznych n-kąta foremnego jest równa (n — 2) - 180”. 
Zatem miara kąta wewnętrznego n-kąta foremnego jest równa jen = z2 - 180°. 
a) (n — 2) - 180° = 540°, więc n = 5, a = 20 :5 = 4 

b) (n — 2) - 180° = 1440°, więc n = 10, a = 20 : 10 = 2 


23.a)a=B8=47=40 


24. 


25. 


27. 


b) a = 30°, 8 = 120°, y = 90° 
c) a=50, 8 =100, y m 
4PAB = 90*— 40AB = 

= 90° — 4(180*— 4AOB) = 


=1 4AOB =4ACB 


4A=4B=32, 40 = 116 


. a) 62° b) 120” c) 54° 


Przyjmijmy oznaczenia jak na 
rysunku w zadaniu 24, wów- 
czas: 

x _ XAOB 

2 = 360 273, 

czyli AOB = 30° 

PAB =4ACB = 

= z 4AOB = Ig" 
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31. 
32. 


33 


34. 


2 


Z twierdzenia Pitagorasa: 
2 


2 2 a 
R =P = 
Zatem: 
mE mr” =n(R* 


= 


70° 

y f 
A T B 
c= 8 — 193 
y? = (403)? +87, 
czyli y = 4V7 
Zatem Ob = 8(V3 + VT). 
. 6 cm 

© 48 4B) 

BD 

A 20 © B 


(Oa o = eVa 
skąd x = 8 cm. Zatem: 
PS8 32 128 |em | 
|AC| = |BD| = 8v2 cm 
Ob = 16(2 + V2) cm 


"mmm 270 5. Powtórzenie 


Zestaw Il - ćwiczeniowy 


30. 


o) 


31. 


32. 


33. 


34. 


a) Bok sześciokąta foremnego ma długość 1. Oblicz różnicę pola koła opi- 
sanego na tym sześciokącie i pola koła w niego wpisanego. 

b) Wykaż, że dla dowolnego wielokąta foremnego o boku długości a różnica 
pola koła opisanego na tym wielokacie i pola koła w niego wpisanego jest 
równa Ta”. 

Kąt ostry rombu ma miarę 70°. Oblicz miarę kąta zawartego między wy- 


sokościami poprowadzonymi z wierzchołka kąta rozwartego. 


Przekątne równoległoboku mają długości 16 i 8, a kąt zawarty między nimi 
ma miarę 60”. Oblicz obwód tego równoległoboku. 


Dłuższa podstawa trapezu ma długość 9 cm, a punkt przecięcia jego prze- 
kątnych dzieli je w stosunku 2:3. Oblicz długość krótszej podstawy. 


W trapezie równoramiennym przekątna ma długość 8v5 cm, wysokość jest 
równa 8 cm, a stosunek długości podstaw wynosi 1:3. Oblicz pole i obwód 
tego trapezu. 


. a) Wykaż, że długość odcinka łączącego środki ramion trapezu jest średnią 


arytmetyczną długości jego podstaw. 
b) Wysokość trapezu jest równa 5 cm, a odcinek łączący środki jego ra- 
mion ma długość 10 cm. Oblicz pole tego trapezu. 


Okrąg wpisany w czworokąt 
W czworokąt wypukły można wpisać okrąg wtedy 
i tylko wtedy, gdy sumy długości przeciwległych 
boków tego czworokąta są równe: 

a+czb+d b 
Środek okręgu wpisanego w czworokąt jest punktem przecięcia się dwu- 
siecznych kątów wewnętrznych tego czworokąta. 


Okrąg opisany na czworokącie 
Na czworokącie można opisać okrąg wtedy i tylko wtedy, 
gdy sumy miar przeciwległych kątów tego czworokąta są 
równe i mają po 180*: 

G= 9-0 = O 
Środek okręgu opisanego na czworokącie jest punktem przecięcia się syme- 
tralnych boków tego czworokąta. 


35. a) D C 


A B 
Punkty E, F, G są odpowiednio środkami odcinków AD, AC, BC. 
AEAF ~ ADAC (BKB), więc EF = i EF || CD 
AFCG ~ AACB (BKB), więc 5! = 3 i FG || AB 
Jaien BE = BF FG = HCD "AE | Aea, 


b) P = 10 - 5 = 50 Ea 


[D] 36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


42. 


43. 


44. 


41. 


Uzasadnij. 
a) Jeśli trapez jest równoramienny, to można na nim opisać okrąg. 


b) Jeśli na trapezie można opisać okrąg, to jest on równoramienny. 


W trapez równoramienny wpisano okrąg. Oblicz obwód i pole tego trapezu, 
jeśli wiadomo, że jego: 

a) ramię ma długość 6 cm, a promień okręgu wpisanego jest równy 2,5 cm, 
b) podstawy mają długości 4 cm i 16 cm, 

c) kąt ostry ma miarę 60°, a promień okręgu opisanego na tym trapezie 
jest równy 1 cm. 


Na okręgu o promieniu 1,5 opisano trapez o kątach przy dłuższej podstawie 
30° i 60°. Oblicz pole tego trapezu. 


a) W trapezie równoramiennym kąt ostry ma miarę 60”, ramię ma długość 
2 cm, a przekątna — 2v3 cm. Oblicz promień okręgu opisanego na tym 
trapezie. 


b) Dłuższa podstawa trapezu równoramiennego ma długość 8 cm. Kąt 
nachylenia jego przekątnej do tej podstawy ma miarę 30”, a wysokość jest 
równa 2v3 cm. Oblicz pole koła opisanego na tym trapezie. 


Długość jednego z boków trapezu równoramiennego jest równa promie- 
niowi okręgu wpisanego w ten trapez i wynosi 3 cm. Oblicz pole tego 
trapezu. 


Wykaż, że jeżeli w trapez równoramienny można wpisać okrąg, to wysokość 
trapezu jest średnią geometryczną długości jego podstaw. 


a) Wyznacz pole koła wpisanego w romb o kącie ` 
ostrym a i boku a. À 
b) Wyznacz promień okręgu wpisanego w romb 
o polu P i kącie ostrym a. 
W okrąg wpisano czworokąt ABCD. Kąt mię- 
dzy prostymi AB i DC wynosi 40”, a między 
prostymi AD i BC — 30” (rysunek obok). Oblicz 
miary kątów tego czworokąta. 
Z punktu P odległego od środka okręgu o 10 poprowadzono sieczną. Siecz- 
na przecięła okrąg w punktach A i B takich, że |PA| = |AB| = 4v2. Oblicz 
promień tego okręgu. 
D b C 42. a) ţa’ sin?’ a 
b) ¿v Psina 
z z 48 AA = a 4B= 9 4G = 125, 
4D = 85" 
44. Z twierdzenia o siecznych: 
A sx E © F eż B |PA|-|PB| = (|PO|- r)(|PO|--r) 
Trapez można opisać na okręgu, więc 4/2: 8V2 = (10 — r)(10 + r) 
2x = a +b, czyli z = Sż9. 64 = 100 — r? 


Z twierdzenia Pitagorasa dla trójkąta AE D: r=6 
h2 a (2)? (22)? zm tab = ab 


Zatem h = vab. 


36. a) Jeżeli a jest kątem ostrym 
trapezu równoramiennego, to 
kąty trapezu wynoszą: a, a, 
180” — a, 180° — a, więc suma 
przeciwległych kątów jest 
równa a + (180° — a) = 180°. 
Zatem na trapezie można 
opisać okrąg. 

b) Załóżmy, że na trapezie 
można opisać okrąg. Wów- 
czas a + (180° — 8) = 180°, 
stąd a = 0. Zatem trapez 
jest równoramienny. 


37. a) Ob = 24 cm, P = 30 cm? 
b) Ob = 40 cm, P = 80 cm? 
c) D C 


Trapez jest opisany na okrę- 
gu, więc |AB| + |DC| = 2z, 
skąd |DC| = |EF| = 5. 

Z twierdzenia Pitagorasa dla 
trójkąta AFC: 
|AF|? +h? = |AC|E, 

skąd |AC| = 4 

W okrąg o promieniu 1 cm, 
w który jest wpisany trapez, 
jest również wpisany trójkąt 


ABC. 
Paso — 1-4. 28 — 
3z „.zyT 
R PRE 
4 , 
czyli z = s2 cm 
Zatem Ob = 2 cm, 
—_ 6v3 2 
P= = cf. 
38. 3(3 + v3) 
39. a) 2 b) 167 
40. 45 cm? 
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45. 


46. 


47. 


48. 
49. 


50. 


a) a= 3(V6— v2), 

b = 2(3 — V3), y = 75° 
b) a = 6(1 + v3), 

c = 3(3V2 + v6), y = 120° 
a) 8 = 30°, y = 90° 

b) a = 105°, y = 30° 

) 8 = 60°, y = 90° lub 
E= 12M a E 

d) a = 105°, y = 45° 
lub a = 15”, y = 135” 
a) y = 2R 


sin 135° = sin (90° + 45°) = 


a 


= 6845) = = 
R=6v2 
b) sl 1505 = iQ 


sin 120” = sin 60° = £ 

r = 5V3 

a) 3V3 b) 7 

x, 2x — długości pozostałych 
boków trójkąta 

92 = z” + (22) F 

— 2. x - 2x - cos 60° 

81-85" 

w= 9/3 

Pozostałe boki mają długości: 
3V3, 6V3. 

a) 9 = 5> +8? — 2.5-8: cosa 
COS X = 5 > 0, więc trójkąt 
nie jest rozwartokątny. 

b) 10? = 4? +7? —2-4-7-cos a 
cos a = —0,625 < 0, więc 
trójkąt jest rozwartokątny. 
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45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


51 


"Twierdzenie sinusów 

W dowolnym trójkącie stosunki długości boków do 
sinusów przeciwległych kątów są równe średnicy 
okręgu opisanego na tym trójkącie: 


a b c 
sina sin B siny 2R A (Z 


Twierdzenie cosinusów 
Dla dowolnego trójkąta (oznaczenia jak na rysunku) 
prawdziwe są następujące zależności: 


a? = b? + c? — 2bc cos a 
b = a? + c? — 2ac cos 8 


c = a? + b? — 2ab cos y 


Oblicz miary pozostałych kątów trójkąta, w którym: 
a) a = 4V3, b = 4, a = 60°, c) a = 3v3, b = 9, a = 30°, 
b) b= 8, c = 4V2, B = 45°, d) b = 2V2, c = 4, B = 30°. 


Rozwiąż trójkąt o danych kątach i boku. 
a) a = 60°, 8 = 45, c=2y3 b) a 


45°, 8=15, b=6 


a) Najdłuższy bok trójkąta ma długość 12, a jeden z kątów ma miarę 135°. 
Oblicz promień okręgu opisanego na tym trójkącie. 

b) Kąt rozwarty trójkąta wpisanego w okrąg o promieniu 5 ma miarę 120°. 
Oblicz długość najdłuższego boku tego trójkąta. 


Oblicz długość boku c trójkąta, w którym: 
a) a = 3, b = 6, y = 60°, b) a = 3V3, b = 2, y = 150°. 


Jeden z kątów trójkąta ma miarę 60°, a bok położony naprzeciwko tego 
kąta ma długość 9. Oblicz długości pozostałych boków trójkata, jeśli wia- 
domo, że jeden z nich jest dwa razy dłuższy od drugiego. 


Sprawdź, czy trójkąt o podanych bokach jest rozwartokątny. 
a) a=5b=8,c=9 b)a=10,b=4,c=7 
Długości boków równoległoboku są równe 4 i 4V3, a jeden z kątów ma 


miarę 30°. Oblicz długości przekątnych tego równoległoboku. 


Jeden z boków równoległoboku ma długość 7, a przekątne mają długości 
6 i 10. Oblicz miarę kąta rozwartego zawartego między przekątnymi tego 
równoległoboku oraz długość jego drugiego boku. 


dł = 4? + (4Y3)? — 2 - 4 - 4V3 - cos 30° GŁ. (= 9462956050 
Gi = cosa = —5 

dź = 4? + (4/3)? — 2 - 4 - 4V3 : cos 150° a = 120” 

cos 150” = — 8 z? = 37457 —2-3-5-c0s 60° 
dzy = A/T c=yvl9 


53. Dany jest trapez prostokątny, którego dłuższa podstawa ma długość 6, 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


60. 


stałych boków. 


ramię ma długość 3v2 i tworzy z podstawą kąt ostry a, a krótsza przekątna 
ma długość v6. Oblicz sina i obwód tego trapezu. 


W trójkącie równoramiennym ABC o podstawie AB środkowe poprowa- 
dzone z wierzchołków A i B przecinają się pod kątem prostym w punkcie P 
oraz |AP| = 6. Oblicz długość okręgu opisanego na tym trójkącie. 


W trójkącie równobocznym ABC o obwodzie 6 na boku AC wybrano 
IAP] _ 1 


punkt P taki, że IPO = 5* Oblicz pole koła opisanego na trójkącie APB. 
Twierdzenie o dwusiecznej kąta w trójkącie 

Dwusieczna kąta w trójkącie dzieli przeciwległy bok 
tego trójkąta na odcinki proporcjonalne do jego pozo- 


W trójkącie ABC kąt ACB ma miarę 60°. Dwusieczna tego kąta przecina 
bok AB w punkcie D. Oblicz długości boków tego trójkąta, jeśli wiadomo, 
że |AD|=2i|BD|=6. 


Dany jest trójkąt prostokątny ABC, którego przeciwprostokątna AB ma 
długość 6 cm. Dwusieczna kąta BAC przecina bok BC w punkcie D i dzieli 
go w stosunku 2:1. Oblicz obwody trójkątów ACD i ABD. 


Na kole o promieniu 2 opisano trapez równoramienny o kącie ostrym 75°. 
Oblicz pole i obwód tego trapezu. 


W okrąg o promieniu 3 wpisano czworokąt. Jedna z przekątnych tego czwo- 
rokąta jest średnicą okręgu, a jeden z jego kątów ma miarę 135”. Oblicz 
długość drugiej przekątnej tego czworokąta. 


Ramiona trapezu mają długości równe 5 i 7, a odcinek łączący ich środki 
dzieli trapez na części, których pola są w stosunku 1:2. Oblicz długości 
podstaw tego trapezu, jeśli wiadomo, że można go opisać na okręgu. 


Jedno z ramion trapezu ma długość 5 i jest nachylone do dłuższej podstawy 
pod kątem 60°. Długość dłuższej podstawy jest równa 8. Na trapezie tym 
można opisać okrąg. Oblicz promień tego okręgu. 


W trójkąt ABC wpisano okrąg o promieniu 1. Bok BC został podzielony 
przez punkt styczności D na odcinki długości |BD| = 7 i |DC| = 3. Oblicz 
sinus kąta ABC i długości boków AB i AC tego trójkąta. 


61. D C 


5 5 


AN 


Trapez można opisać na okręgu, A E B 
więc a +b= 12 i stąd z =6. Z twierdzenia cosinusów dla trójkąta ABC: 


Pagon = *z* - 2h = 12h |AC|? = 8? + 5? — 80 cos 60° = 49, 
skąd |AC| = 7 

Z twierdzenia sinusów: —gps = 2R, 
skad R = EE 


iian = L eosa 
2.12h = ©, skąd a = 10 


53. 


54. 
55. 


56. 


57. 


58. 


59. 
62. 


(v6)? = (3V2)? + 6*+ 
—2.3y2-6:cosa 

cos a = 22 

1 

g? 

a € (0; 7), więc sina = 5 
Ob=6+3Y2+2+y/2= 
=4(2+ v2) 

10%2m 

|AP]=;:2=% 


[BPP = (1)”+23+ 


sin”a=1-5= 


—2:5-2cos60 = $, 
czyli |BP| = 
Korzystamy ze wzorów: 
B= abe iaP= zabsin 
1.9. 31 
1 ama e 


czyli R= = 


Pole koła: R T 


Przyjmijmy oznaczenia jak na 
rysunku wyżej. 


z= $, czyli a = 3b 


Z twierdzenia cosinusów: 
8? = (3b)? + b?+ 
—2 . 3b - b - cos 60° 
— 8v7 24% o 
b 7 C=B 


a= 


Obacp = 3(V3 + 1) cm, 
ObasBp = 2(2V3 + 3) cm 


D C 

75° 3 
A E F B 
pam sin 757 = ni 


T 
|AD| = 265 = 4(V6 — v3) 
Trapez jest opisany na 
okręgu, więc |AB| + |DC| = 
=|AD|+|BC| = 8(V6— v2). 
jp SGE-YBYE 

5 
= 16(v6 — v2) 
Ob = 16(V6 — v2) 
3V2 
sin 4ABC = z, 
|AB| = 7,5, |AC| = 3,5 
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63. 


64. 


67. 
69. 
70. 


E 274 


C 
A, 
ŻY 
A T B 
ô = 180° = qa 
2y + (180 — a) = 180°, 
skąd a = 2y. Ponadto: 
2a + y = 180°, 


czyli 5y = 180°, skąd 
I 6 oraz a = 2 


C 


4 © ID B=» 18 
Trójkąty ABC i DBS są 
podobne (KKK): 


2 = g>, stąd r = 2,4 cm. 


r 


Wesóm=s = 
P = 2443 


Trójkąt DBC jest prostokąt- 
ny, więc środkowa DE jest 
promieniem okręgu opisanego 
na tym trójkącie. 

Zatem |CE| = |DE| = x. 

Z twierdzenia Pitagorasa dla 
trójkąta DC B: 


w dP = (20) 


Stąd z = a cm oraz 


|BC| = Byż cm. 
PaBc = EE cm? 
2,4 


P = 60V3 cm?, Ob = 44 cm 


od podstawy: 3,5 cm, 
od ramienia: 2,1 cm 


5. Powtórzenie 


Zestaw Ill - podsumowujący 


63. 


64. 


65. 


66. 


69. 


70. 


71. 


Podstawą trójkąta równoramiennego ABC jest odcinek AB. Na boku BC 
istnieje punkt D taki, że |AB| = |AD| = |CD|. Oblicz miary kątów trój- 
kąta ABC. 


Przyprostokątne trójkąta prostokątnego mają długości 4 cm i 6 cm. Ob- 
licz promień okręgu stycznego do obu przyprostokątnych, którego środek 
należy do przeciwprostokątnej. 


Na boku AD prostokąta ABCD obrano taki punkt Æ, że trójkąty ABE, 
DEC i EBC są podobne. Wyznacz skale podobieństwa AABE do ADEC, 
ADEC do AEBC, AABE do AEBC i oblicz pole trójkąta BEC, jeśli 
wiadomo, że 4 ECD = 60° i |DC| = 6. 


Podstawa AB trójkąta równoramiennego ABC ma długość 8 cm. Wyso- 
kość CD równa jest długości odcinka DE łączącego środek podstawy ze 
środkiem ramienia. Oblicz długość ramienia oraz pole tego trójkąta. 


. Dany jest trójkąt ABC o bokach |AC| = 4 C 


i |BC| = 6. Na bokach tego trójkąta obrano 
punkty D, E i F takie, że czworokąt DEC F 
jest rombem (rysunek obok). Oblicz długość 
boku tego rombu. F 


W trójkącie równoramiennym ABC o podsta- 

wie AB wysokość AD podzieliła bok BC na 

odcinki długości |BD| = ki|CD|=l. Wykaż, A D B 
że |AB| = „/2k(k + 1). 


W trapezie równoramiennym kąty przy krótszej podstawie mają miarę 
dwa razy większą niż kąty przy dłuższej podstawie. Dłuższa podstawa ma 
długość 16 cm, a odcinek łączący środki ramion — 10 cm. Oblicz pole 
i obwód tego trapezu. 


Długości podstaw trapezu prostokątnego są równe 7 cm i 3 cm, a ra- 
mię prostopadłe do podstaw ma długość 5 cm. Oblicz odległości punktu 
przecięcia się przekątnych tego trapezu od dłuższej podstawy i ramienia 
prostopadłego do podstaw. 


Długości podstaw trapezu równoramiennego są równe a i b (a > b), a kąt 
ostry ma miarę a. Wyznacz pole czworokąta, który powstał przez połą- 
czenie odcinkami środków sąsiednich boków tego trapezu. 


68. C Z twierdzenia Pitagorasa 71. 
dla AADC: 
h +P = (k+, | 
l czyli h? = k? + 2kl a 
k+l ; RA EE G B 
Z twierdzenia Pitagorasa i 
p de AADB: |AB| = a, |DC| = b, |EF| = =, 
k |AB? =k +h = aR 
=D 4 2kl = 2k(k + 0) |HG| = |DP| = $* -tga 
A 


B Zatem |AB| = /2k(k +1). P = IEFiJEG| 


72. 


73. 


75. 


77. 


b]79. 


79. 


W trapezie kąty przy podstawie mają miary 60° i 45°, a różnica kwadratów 


długości podstaw jest równa 30. Oblicz pole tego trapezu. 


W równoległoboku ABCD krótsza przekątna BD ma długość d i jest 
prostopadła do boków AD i BC, a kąt ostry ma miarę 30°. Wyznacz 


długość przekątnej AC. 


Długości dwóch boków trójkąta są równe 


a ib. Kąt leżący naprzeciwko 


trzeciego boku ma miarę dwa razy większą od miary kąta leżącego na- 


przeciwko boku o długości a. Wykaż, że długość trzeciego boku jest równa 


4 a(a +b). 


Długości podstaw trapezu są równe 6 i 9, a ramiona mają długości 2 i 4. 


Oblicz cosinusy kątów tego trapezu. 


. Dane są trójkąty ABC i ABC' takie, 


że punkty C i A' są symetryczne wzglę- 
dem punktu A, punkty A i B' — wzglę- 
dem punktu B, a punkty B i C” — wzglę- 
dem punktu C. Pole trójkąta ABC jest 
równe S. Wykaż, że pole trójkąta A B'C' 
jest równe 765. 


G: 


W trójkącie prostokątnym dwusieczna kąta prostego dzieli przeciwprosto- 
kątną w stosunku 2:3. W jakim stosunku dzieli przeciwprostokątną wyso- 
kość poprowadzona z wierzchołka kąta prostego? 


Z punktu P poprowadzono sieczną przeci- 
nającą dany okrąg w punktach A i B oraz 
styczną do okręgu w punkcie C (rysunek 
obok). Wykaż, że trójkąty PCA i PCB 
są podobne. Oblicz długości odcinków PA 
i PB, jeśli |PC|=12i|AB|=10. 


Wskazówka. Wykaż, że 4PBC =4PCA oraz APCA ~ APBC. 


Wykaż, że trójkąty ACP i BDP (rysu- 
nek obok) są podobne, oraz uzasadnij, że 
|PA| -|PB|=|PC|:|PD|. Oblicz promień 
okręgu, jeśli |AP|=5, |PB| = 2, |CP|=1 
i 4CBD= 150°. 


4APC =4DPB (kąty wierzchołkowe) 


4CAB =4BDC oraz 4ACD =4DBA 
(kąty wpisane oparte na tych samych łukach) 


Zatem trójkąty CAP i BDP są podobne (KKK). 


|PA| EC] 


IPAl = [E4], czyli |PA| - |PB| = |PC|: |PD| 
5.2=1-|PD|, skąd |PD| = 10 


Kąt wpisany CBD oparty jest na tym samym łuku co kąt środkowy COD, czyli 
4COD = 300°, więc kąt ostry 4COD = 60”. Ponadto |CO| = |DO| = r. Zatem 


trójkąt COD jest równoboczny i r = |CD| = 11. 


72. 


73. 
74. 


TT. 
18. 


(8 - v3) 


Z twierdzenia cosinusów: 
a? = b? + z? — 2bz - cosa 
Z twierdzenia sinusów: 


a a = 5 


sin a sin 2a 2sinacosa 
fn 


czyli cosa = 5g 


a? =b +r- 2, 
czyli z” = sa A = a(a + b) 


Zatem z = /af(a + b). 
i PA ZA 


* 82 448 
. Zauważmy, że następujące pa- 


ry trójkątów mają parami te 

same wysokości i równe pod- 

stawy: 

AABC i ABBC, 

ACAB i AAA'B, 

ABCAiACC'A. 

Zatem PaBc = Pppic = 
PyąrB = Pocta = 8. 

Analogicznie Poprer = S, 


PpatB! = S, Paow = 8. 
Zatem Px picoi = PaBc+ 
+PBBic + PaarB + EAT 
+PoB'e' + PBa'B! + PąC'A! = 
= (5. 

4:9 

Z twierdzenia o kącie między 
styczną a cięciwą wynika, że 
JPCA=4PBC. 

4JCPA =4BPC 

Zatem trójkąty PCA 


i PBC są podobne (KKK). 


|PC| __ |PB| 
|PA|  |PC| 


Zatem |PC|? = |PA| - |PB|. 
12? = |PA| - (|PA| + 10) 
|PA| = 8, |PB| = 18 
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5.12. Stereometria 


Oznaczenia 


P, — pole powierzchni całkowitej 
P, — pole powierzchni podstawy 


Prostopadłościan 
H 


P, = 2(ab + bc + ac) 

V = abc 

gdzie a,b,c są długościami 
krawędzi prostopadłościanu 


Ostrosłup 
S 
C 
A B 
W= iP, -h 
gdzie h jest wysokością 
ostrosłupa 


P, — pole powierzchni bocznej 
V — objętość 


Graniastosłup prosty 


P,=p:h 

W = JE, > kt 

gdzie p jest obwodem podstawy 
graniastosłupa, a h — jego wyso- 
kością 


Kula 
P = 4rr? 
V= 


gdzie r jest promieniem kuli 


gdzie r jest promieniem podstawy 
walca, a h — jego wysokością 


Walec Stożek 
l 
[A 
If = wkl 
P, = 2rrh If = rr(r p l) 
P, = ?mr(r +h) V = inr’h 
VE gdzie r jest promieniem podstawy 


stożka, h — jego wysokością, a l — 
długością tworzącej 


Zestaw | - wprowadzający 


1. 


Dany jest graniastosłup prawidłowy o wysokości 10. Promień okręgu opi- 
sanego na jego podstawie jest równy 6. Oblicz pole powierzchni całkowitej 
tego graniastosłupa, jeżeli wiadomo, że jest on: 

c) sześciokątny. 


a) trójkątny, b) czworokątny, 


Dany jest ostrosłup prawidłowy o krawędzi podstawy 4 i krawędzi bocz- 
nej 6. Oblicz wysokość tego ostrosłupa, jeżeli wiadomo, że jest on: 
c) sześciokątny. 


a) trójkątny, b) czworokątny, 


Podstawą ostrosłupa jest kwadrat ABCD o boku długości 6. Ściana bocz- 
na ABS jest prostopadła do podstawy oraz |AS| = |BS| = 5. Narysuj 
siatkę tego ostrosłupa i oblicz jego pole powierzchni całkowitej. 


Krawędź podstawy ostrosłupa prawidłowego trójkątnego ma długość 6, 
a krawędź boczna ma długość 4. 

a) Oblicz miarę kąta nachylenia krawędzi bocznej tego ostrosłupa do jego 
podstawy. 

b) Oblicz objętość tego ostrosłupa. 


Wysokość ostrosłupa prawidłowego trójkątnego jest równa v3, a kąt na- 
chylenia ściany bocznej do jego podstawy ma miarę 30”. Oblicz objętość 
i pole powierzchni bocznej tego ostrosłupa. 


5. S 
LN 
c 
a D 
B 


OD s= 5 a a E 


|SD| = 2v3 
V= 2 m= pA 


[A0| =. B= 243 


a= Al _ 28 _ 8 


cos TAS] , więc a = 30° 


b)H=2V=6v3 


2 


1. a) a = 6V3, 


R=2 CEEA 

+3- 6V3 - 10 = 234/3 

b) a = 6V2, 

P, = 2: (6V2)*+ 

+4- 6V2 - 10 = 48(3 + 5v2) 
c) a=6, P.=2.6. L + 
+6- 6- 10 = 36(3Y3 + 10) 


. a) Wysokość podstawy: 


hp = S$ =2V3 


Wysokość ostrosłupa: 

H = +/62 — (Bhp)? = 2v69 
b) Przekątna podstawy: 
d=4y2 

Wysokość ostrosłupa: 

H = +/6 — (3d)? = 2V7 

c) Najdłuższa przekątna pod- 


stawy: 
WEP 
Wysokość ostrosłupa: 


H= ye — (Ld)? = 2/5 
5 


S 
|SE|=4 
|SD| = V25 +36 = v61 
|SF| = vV6I = 9 = v52 = 
= 24/13 


s Ea: 
FSE — 6(18 + 13) 
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@ ŻĘ 6. 
7. 604 
8. Podstawa ostrosłupa 
C 
7. 
8. 
|CD| = 4 
Korzystamy ze wzoru: 9. 
p 
4:6:4= ŚŚ, czyli R=$, 
stąd |OD|=4-—R=7 
AE 8 10. 
11. 
12. 
Wysokość ostrosłupa H = 2, 
stąd tga = oD T 13 
9. 24(5 + 2Y61) 
10. i 
14. 
h 
15. 


więc a = $ oraz dı = SE 
r+ = (38). 
czyli h= ŚĆ 

v= poig 


11. Powierzchnia boczna walca 
jest kwadratem, więc 
ŻW = h. 
V =mrh = r(zz)h = a 
h = VAnV 
12. 25 = V2, stąd I = V2r 
PEPE 
stąd a = 45° 
zmr”h = 313”, 
stąd h = 3%4 
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13. mr? = 16, więc r?° = £ 
nrl = 20, więc I? = 3 
h= VP- = 2 = 2yr 
W=smh= go%- 


14.V=2 —8-5-54=65 


Pole ściany bocznej ostrosłupa prawidłowego czworokątnego jest równe 
polu jego podstawy. Oblicz sinus kąta nachylenia krawędzi bocznej do 
podstawy tego ostrosłupa. 


Ściana boczna ostrosłupa prawidłowego sześciokątnego jest nachylona do 
podstawy pod kątem 30°, a wysokość tej ściany jest równa 3v3. Oblicz 
objętość tego ostrosłupa. 


Podstawą ostrosłupa o wierzchołku S jest trójkąt ABC o bokach długości 
|AB| = 6, |AC| = |BC| = 5. Wysokość ostrosłupa jest równa 2, a jej 
spodek jest środkiem okręgu opisanego na podstawie. Oblicz tangens kąta 
nachylenia ściany ABS do podstawy ostrosłupa. 


Podstawą graniastosłupa prostego jest romb o przekątnych długości 10 
i 12. Dłuższa przekątna graniastosłupa jest nachylona do podstawy pod 
kątem 45°. Oblicz pole powierzchni całkowitej tego graniastosłupa. 


Przekątna graniastosłupa prawidłowego czworokątnego ma długość d i two- 
rzy ze ścianą boczną kąt 30”. Wyznacz objętość tego graniastosłupa. 


Objętość walca jest równa V, a jego powierzchnia boczna po rozwinięciu 
jest kwadratem. Wyznacz wysokość tego walca. 


Stosunek pola powierzchni bocznej stożka do jego pola podstawy jest 
równy v2 : 1. Objętość stożka jest równa objętości kuli o średnicy 6. Oblicz 
wysokość tego stożka oraz miarę kąta nachylenia tworzącej do podstawy. 


Oblicz objętość stożka, którego pole podstawy jest równe 16, a pole po- 
wierzchni bocznej jest równe 20. 


Od sześcianu, którego krawędź ma długość 2, odcięto naroża, zawiera- 
jące po jednym wierzchołku, płaszczyznami przechodzącymi przez środki 
krawędzi wychodzących z tych wierzchołków. Oblicz objętość wielościanu 
otrzymanego w ten sposób. 


Prostopadłościan o wysokości 6 cm, którego podstawą jest kwadrat, prze- 
cięto płaszczyzną przechodzącą przez jeden z wierzchołków podstawy i na- 
chyloną do niej pod kątem 30”. W przekroju otrzymano romb, którego 
dłuższa przekątna jest równa 2v6 cm. 

a) Oblicz długość krawędzi podstawy tego prostopadłościanu. 


b) Oblicz objętość tego prostopadłościanu. 


16 15.a) Dı 


T 


5 


Aı 


16, 3yr _ 16yr 
3 3 T T T 


3 


Zestaw Il - ćwiczeniowy 


16. W graniastosłupie prawidłowym trójkątnym krawędź podstawy ma dłu- 16. RER PAC) PA) 


gość a, a przekątna ściany bocznej tworzy z drugą ścianą boczną kąt a. 
Wyznacz objętość tego graniastosłupa. 


17. Podstawą graniastosłupa prostego o objętości równej 12 jest romb o kącie 17. a) 2 b) Ž 
ostrym 60”. Wysokość tego graniastosłupa jest równa dłuższej przekątnej 
jego podstawy. 
a) Oblicz długość krawędzi podstawy. 


b) Oblicz cosinusy kątów między przekątnymi sąsiednich ścian bocznych. 


. ay = 8V 13, stąd y = SvB 


a 


18. Graniastosłup prawidłowy czworokątny przecięto 
dwiema płaszczyznami i otrzymano przekroje o po- 
lach 20 i 8v13 (rysunek obok). Oblicz objętość 


ax = 20, stąd y = = 


H? a y? a? z. 332 aż 
tego graniastosłupa, wiedząc, że punkty P i Q są 1H? = gł a? = 400 _ 2 
środkami jego krawędzi bocznych. 4-0 ś 

19. Prostopadłościan o wymiarach 6 x 8 x 15 przecięto Zaim śmia 
płaszczyzną przechodzącą przez jego trzy wierz- - 3(9 + v29) 
chołki i otrzymano w przekroju trójkąt. Oblicz ob- 
wód tego trójkąta. 

S 

20. W ostrosłupie prawidłowym czworokątnym długość krawędzi podstawy 
jest równa 4, a odległość środka jego wysokości od krawędzi bocznej jest s 
równa 1. Oblicz objętość tego ostrosłupa. 

21. Przekrój ostrosłupa prawidłowego czworokątnego płaszczyzną przecho- i c 
dzącą przez przekątną podstawy i wierzchołek ostrosłupa jest trójkątem ID 2 
równoramiennym o ramionach długości 6 cm oraz kącie między ramio- 2 33 d 
nami 30°. Oblicz pole tego przekroju i objętość ostrosłupa. A 4 B 

JOC] = į - 4v2 = 2V2 

22. Trójkąt równoramienny o podstawie a i ramie- TS 
niu 2a obracamy wokół prostej zawierającej jed- 5 BAZ 
no z jego ramion. Wyznacz objętość otrzymanej ASOC ~ ASGH 
bryly. (cecha KKK), stąd: 

Eoee] 

23. Powierzchnia boczna stożka po rozwinięciu jest BA — sj 
półkolem o promieniu 10. Stożek ten przecięto 2 V4 
płaszczyzną przechodzącą przez cięciwę podsta- DN SZĄ B > =;H*-1 
wy AB i wierzchołek S (rysunek obok). Oblicz H = 242 
cos X ASB, jeśli 4 AOB = 120°. zacny RZE 


21. 5 P = Ł . 6? sin 30° = 9 [cm?] 
Z twierdzenia cosinusów: (av2)? = 72 — 36v3, 
czyli a? = 18(2 — V3) 


H = +/36— 9(2— V3) = 3V2 F V3 [em] 
V =18Y2— y3 cm? = 9(V6 v2) cm? 


22. Zna” 


23. |AS| = |BS| = 10, |AO| = |BO| =5, |AB| = 5v3 
Z twierdzenia cosinusów: (5v3)? = 10? + 10? — 2 - 100 - cos 4ASB 
Zatem cos 4ASB = 4. 
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24. 


31. 


1 +9=R* 
(8-2) +25=R* 


Rozwiązujemy układ równań 


i otrzymujemy z = 5 oraz 


R = v34. 


: z5/SigatgB 


2V7 
3 


47 


" 96 
.2cosa — 1 


|DF|= An 


Pole przekroju: P = ay) 


Wysokość czworościanu 


foremnego: H = at, 
Or = © 
ay/3 
= - dB 
cos 4OFD = Ją = 33. 
aL 
Sy 5-—4cos2 a 
8 cos a 
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26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


28. 


Kulę przecięto dwiema równoległymi płaszczyznami odległymi od siebie 
o 8 w ten sposób, że środek kuli leży między nimi. Pola otrzymanych 
przekrojów są równe 9m i 25m. Oblicz promień tej kuli. 


Podstawą ostrosłupa jest prostokąt o polu S$, a dwie ściany boczne są 
prostopadłe do podstawy. Pozostałe ściany tworzą z podstawą kąty a i 8. 
Wyznacz objętość tego ostrosłupa. 


W czworościanie o podstawie ABC i wierzchołku 5 dwie krawędzie AB 
i CS mają długość 2, a długość każdej z pozostałych krawędzi jest równa 3. 
Oblicz objętość tego ostrosłupa. 


W ostrosłupie prawidłowym trójkątnym pole ściany bocznej jest cztery 
razy większe od pola podstawy. Oblicz cosinus kąta zawartego między 
sąsiednimi ścianami bocznymi tego ostrosłupa. 


Dany jest prostopadłościan P}, którego podstawa jest 
kwadratem o boku długości 4 (rysunek obok). Jego 
przekątna jest nachylona do podstawy pod kątem a, 
a ze ścianą boczną tworzy kąt 8. Prostopadłościan P> 
o objętości 64 jest podobny do prostopadłościanu P}. 
Oblicz skalę podobieństwa tych prostopadłościanów, 
jeśli wiadomo, że: a) a = 60”, b) 8 = 30°. 


W podstawę stożka wpisano kwadrat. Przekrój stożka płaszczyzną prze- 
chodzącą przez jego wierzchołek oraz jeden z boków kwadratu jest trój- 
kątem równoramiennym o kącie między ramionami równym a. Wyznacz 
cosinus kąta rozwarcia tego stożka. 


Czworościan foremny o krawędzi długości a przecięto płaszczyzną prze- 
chodzącą przez środki dwóch krawędzi podstawy i wierzchołek nienależący 
do tej podstawy. Wyznacz pole otrzymanego przekroju oraz cosinus kąta, 
który płaszczyzna przekroju tworzy z podstawą czworościanu. 


W ostrosłupie prawidłowym czworokątnym pole podstawy jest równe S, 
a kąt między ścianą boczną a podstawą ma miarę a. Ostrosłup ten prze- 
cięto płaszczyzną zawierającą krawędź boczną oraz środek krawędzi pod- 
stawy. Wyznacz pole otrzymanego przekroju. 


Miara kąta między ramionami ściany bocznej ostrosłupa prawidłowego 
czworokątnego wynosi 2a. Ostrosłup ten przecięto płaszczyzną przecho- 
dzącą przez jego wierzchołek i przez środki sąsiednich krawędzi podstawy. 
Wykaż, że tangens kąta, który ta płaszczyzna tworzy z podstawą, jest 


ó V2 cos 2a 
równy CZĘ, 
dı = 4V2 
a) Æ = tg60°, czyli H = 4v6 
V, =64V6 , , 
= W. 3/64/6_ 3 WB A 
k JX 3 64 J V6 
b) d = VH? + 32 A 
ARE. A | 
Jea sin 30°, czyli H = 4v2 e E A 
2sina 
Vı =64Y2 m 
v WA Zatem tg 8 = me — Vesa. 
ebe ene 


Zestaw III - podsumowujący 


33. Podstawą graniastosłupa prostego jest trapez równoramienny o podsta- 
wach długości 8 i 2 oraz wysokości równej 3. Oblicz objętość tego grania- 
stosłupa oraz miarę kąta między jego przekątną i najdłuższą krawędzią, 
jeżeli wiadomo, że ta przekątna ma długość 5v2. 


34. Podstawą ostrosłupa ABC'S o objętości 36 cm jest trójkąt równoboczny 
ABC o boku długości 12 cm. Punkt P jest środkiem krawędzi BC, 
a punkt Q, będący środkiem odcinka AP, jest spodkiem wysokości tego 
ostrosłupa. Oblicz pole powierzchi bocznej ostrosłupa. 


35. Na rysunku przedstawiono sześcian ABCDEFGH 
i jego przekrój płaszczyzną AQR. Wiadomo, że 
|HQ|: |QD| = |FR]| : |RB| = 1 : k, gdzie k jest 
liczbą naturalną większą od 1. Oblicz stosunek dłu- c 
gości odcinków, na jakie płaszczyzna przekroju 
dzieli krawędzie FG i HG. A 


W prostopadłościanie z wierzchołka podstawy poprowadzono przekątne 
dwóch sąsiednich ścian bocznych. Kąty nachylenia tych przekątnych do 
podstawy wynoszą a i 8. Wykaż, że cosinus kąta zawartego między tymi 


przekątnymi jest równy sin a : sin. 


37. Punkt P jest środkiem krawędzi sześcianu przed- 
stawionego na rysunku obok. Niech $ będzie rzu- 
tem prostokątnym punktu D na płaszczyznę ACP. 
Wyznacz odległość punktu S$ od punktu 4, jeśli 
długość krawędzi tego sześcianu jest równa a. 


38. Miara kąta między ramionami ściany bocznej ostrosłupa prawidłowego 
trójkątnego wynosi 2a, a pole ściany bocznej jest równe $. Wyznacz pole 
powierzchni całkowitej tego ostrosłupa. 


39. W ostrosłupie prawidłowym czworokątnym kąt między ścianą boczną 
a podstawą jest równy 2a, a krawędź podstawy ma długość a. Wyznacz 
pole przekroju otrzymanego z przecięcia tego ostrosłupa płaszczyzną prze- 
chodzącą przez krawędź podstawy i nachyloną do podstawy pod kątem a. 


. Miara kąta między ścianami bocznymi ostrosłupa prawidłowego czworo- 
kątnego wynosi 8. Uzasadnij, że 8 > 90”. Wykaż, że cosinus kąta między 
ścianą boczną tego ostrosłupa a jego podstawą jest równy /— cos 6. 


= Je ZZM, 
36. |AD| — ainga’ |CD1ı| — sinf 
= u = H = ap = H2 || -H2 
n= an O [AC| SA tgła | tg?B 
Z twierdzenia cosinusów: 
HS (a CH2Ń 2 SHS HF H2 
tgła ' tg28 sinfa | sin? 8 sin a sin 8 COS 
To SM cosżła 4608278 
cosy = sin? a | sin? 8 sinża sinż8 __ 
sin a sin 8 
` : 2:2 1-cos? 8 ; : sin? o , sin? 6 
sin a sin B( tg 4 1—29") sin a sin 8( - 5) 
EE a sin 8 = «e sin B =, sin a sin 8 


33. 
34. 
35. 


37. 
38. 


39. 


V = 60, 45° 

6(V39 + V30) cm? 

|FS| : |SG| = |HP|: |PG| = 
1:(k— 1) 


— 23 s 
h= © oraz 2 = tga, 


więc a = 2y S tga 
P: = = H SB = 


= S(vV3tga + 3) 


B= s 


2cos2a 
Z twierdzenia o dwusiecznych 
kąta w trójkącie: 


|EG| _ |EK| 
Jes] — SEHER] 
: Ek: a 
czyli |EK]| — 1+2cos2a 
EA n, enii 
IEK| — sın 4a, Czyli: 
—_  asin2a 
|KF| ~ 1+2cos2a 
EGP Fe 
|KG| — Sın a, Czyli: 
=) a sin 2a = 
|KG| (1+2cos 2a) sin a 
—  2acosa 
— 1-++2cos 2a 


Trójkąty ASD i ISH są 
podobne (KKK), więc: 


IAD| Z |SE| 
IIH| `~ |SE|-|EK|> 

; e) a 
czyli LH| — 1+2cos2a' 


Pole przekroju: P = 


(a+ a j 2a cos a 
ae "1FZcosża) 1+Żcosża __ 
2 


4a? cos? a 


T (1+2 cos 2a)? 
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5.13. Rachunek prawdopodobieństwa 


Permutacje 
Liczba sposobów, na które n różnych elementów można ustawić w ciąg, 
jest równa nl. 


Wariacje z powtórzeniami 
Liczba sposobów, na które z n różnych elementów można utworzyć ciąg 
składający się z k niekoniecznie różnych wyrazów, jest równa n“. 


Wariacje bez powtórzeń 
Liczba sposobów, na które z n różnych elementów można utworzyć ciąg 
składający się z k różnych wyrazów (1 < k < n), jest równa: 


! 
n:(n=1)-...:(n=(k—1)) = ES 
Kombinacje 
Liczba sposobów, na które spośród n różnych elementów można wybrać 


k elementów (0 < k < n), jest równa (7) = a 


Własności prawdopodobieństwa 

= 0 < P(A) < 1 dla każdego zdarzenia A c Q 

=a P(Ø) = 0 (Ø — zdarzenie niemożliwe), P(Q) = 1 (Q — zdarzenie pewne) 
u P(A) < P(B)da ACBCQ 

a P(A') = 1 — P(A), gdzie A' oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia A 


= P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) dla dowolnych zdarzeń A, B C Q 


Prawdopodobieństwo warunkowe 

Niech A,B C Q i P(B) > 0. Prawdopodobieństwo zdarzenia A pod wa- 
runkiem, że zaszło zdarzenie B, określamy wzorem: 

P(ANB) 

P(A|B) = PB) 
Prawdopodobieństwo całkowite 

Niech Q będzie zbiorem wszystkich wyników pewnego doświadczenia. Jeśli 
zdarzenia Bı, Bą,..., Bn spełniają następujące warunki: 

u zawsze zachodzi przynajmniej jedno z nich (Bı U BU... U Bn =Q), 

u prawdopodobieństwo każdego z nich jest dodatnie, 

= zdarzenia te parami się wykluczają, 

to prawdopodobieństwo dowolnego zdarzenia A C Q opisuje wzór: 


P(A) =P(B;,): P(A|B,) + P(B>) : P(A|B;) +... + P(B,) : P(A|B,) 


Zestaw | - wprowadzający 


1. 


-( 


Dane są zbiory A = {1,2}, B = {2,3,4} i C =Q1,2,3,4,5,6,7). Ile jest 
wszystkich liczb trzycyfrowych takich, że pierwsza cyfra należy do zbio- 
ru 4, druga — do zbioru B, a trzecia — do zbioru C? Ile wśród nich jest 
liczb nieparzystych? 


Dwie drużyny rozgrywają ze sobą mecz piłki nożnej. Ile jest możliwych 
wyników, jeśli wiadomo, że każda z drużyn strzeliła: 


a) nie więcej niż 3 bramki, b) nie więcej niż 4 bramki? 


Na ile sposobów można ustawić w kolejce 4 osoby, a na ile — 6 osób? 


Dziewięciorgu zawodnikom, wśród których jest pięć dziewcząt, przydzie- 
lono kolejne numery od 1 do 9. 

a) Ile jest wszystkich sposobów przydzielenia numerów? 

b) Ile jest takich sposobów przydzielenia numerów, aby dziewczęta dostały 
numery nieparzyste, a chłopcy dostali parzyste? 


Pewien kod składa się z trzech liter na początku oraz z dwóch dowolnych 
cyfr na końcu. Litery należą do zbioru {A,B,C,D}. Ile można utworzyć 
takich kodów, jeżeli: 

a) cyfry i litery się nie powtarzają, b) cyfry i litery mogą się powtarzać? 


Ile jest wszystkich liczb: 

a) trzycyfrowych, w których zapisie nie występują cyfry 0 i 1 oraz żadna 
cyfra się nie powtarza, 

b) czterocyfrowych, w których zapisie nie występują cyfry 0, 1 i 2 oraz 
żadna cyfra się nie powtarza, 


c) pięciocyfrowych, w których zapisie żadna cyfra się nie powtarza? 


Ile jest wszystkich liczb: 

a) pięciocyfrowych, w których zapisie mogą występować tylko cyfry 1,214, 
b) czterocyfrowych, w których zapisie nie występuje cyfra 0, 

c) parzystych trzycyfrowych, w których zapisie nie występują cyfry 7 i 9? 


Dwie siostry kupiły wspólnie 10 długopisów, każdy w innym kolorze. Ob- 
licz, na ile sposobów mogą się nimi podzielić, jeśli obydwie mają dostać 
tyle samo długopisów. 


Ile można utworzyć różnych siedmiocyfrowych ciągów, w których cztery 
razy występuje cyfra 1 i trzy razy cyfra 0? 


T 


A = 35 (1 na czterech miejscach z siedmiu, pozostałymi cyframi są trzy 0) 


. Liczby trzycyfrowe: 


2-3:0=42 
Liczby nieparzyste: 
2-3-:4=24 
a) 4:4=16 
b)5-5= 25 


. 4 osoby: 4! = 24 


6 osób: 6! = 720 


. a) 9! = 362880 


b) 5! - 4! = 2880 


.a)4-3-2-10-9 = 2160 


b) 4° . 10? = 6400 
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6a H= 

b) (3) = 6 (0 na dwóch z czte- 
rech miejsc, pozostałymi cy- 
frami są trzy 1) 
c) (3) + (3) = 42 (0 na pię- 
ciu z siedmiu miejsc, pozosta- 
łymi cyframi są trzy 1 lub 0 na 
dwóch z siedmiu miejsc, pozo- 
stałe cyfry to sześć 1) 

11.a) Pary zdarzeń wykluczają- 
cych się: Ai C oraz Bi C 
Para zdarzeń przeciwnych: 
BiC 
b) Zdarzenie niemożliwe: 
ANC 
Zdarzenie pewne: BUC 

12 a) © = 4(1,2). (1,3), (445), 
(2,1), (2,3), (2,4), (3,1), 
(3,2), (3,4), (4,1), (4,2), 
(4,3)) 

A = {(1,3), (3,1)), 
czyli P(A) = 5 = 
A =((1,2), (1, 4), (2, 1), 


(2,3), (2,4), (3,2), (3,4), 
(4,1), (4,2), (4, 3)}, 
czyli P(A') = $ = 5 


(1, 4), (2, 1), (2, 2), (2,3), 
(2,4), (3,1), (3, 2), (3,3), 
(3,4), (4,1), (4,2), (4,3), 
(4,4)) 
A= UE 1; (i; 3), (3, 1), 
(3,3), 


czyli P(A) = 5 = 
A= (1, 2), (1,4), (2, 1), 


(2,2), (2,3), (2,4), (3,2), 
(3,4), (4, 1), (4, 2), (4,3), 
(4,4)), 


czyli P(A)=5=H 
13.a) z b)5 c) 3 
14. © = 36 


a) A = {(1, 6), (2,3), (3, 2), 

(6, 1)), czyli P(A)= = 5 

b) P(B) = 5 =% 
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10. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


15. 


16. 


17. 


Ile jest wszystkich liczb podzielnych przez 3, do których zapisu użyto wy- 
łącznie cyfr 0 i 1, jeśli liczby te są: 
c) ośmiocyfrowe? 


a) czterocyfrowe, b) pięciocyfrowe, 


. Rzucamy trzy razy monetą. Niech A oznacza zdarzenie polegające na tym, 


że co najwyżej raz wypadła reszka, B — że co najwyżej dwa razy wypadła 
reszka, C — że trzy razy wypadła reszka. 

a) Podaj pary zdarzeń wykluczających się i pary zdarzeń przeciwnych. 
b) Które ze zdarzeń BUC, A'N B, ANC jest zdarzeniem niemożliwym, 
a które — zdarzeniem pewnym? 


Z urny zawierającej cztery kule ponumerowane od 1 do 4 losujemy dwie 
kule. Niech A będzie zdarzeniem polegającym na tym, że dwie wylosowane 
kule mają numery nieparzyste. Opisz przestrzeń zdarzeń elementarnych Q 
tego doświadczenia, wypisz wyniki sprzyjające zdarzeniom A i A' oraz 
oblicz prawdopodobieństwa tych zdarzeń, jeśli losujemy: 


a) bez zwracania, b) ze zwracaniem. 


Ze zbioru liczb f1,2,3,...,12) wybieramy losowo jedną liczbę. Oblicz 
prawdopodobieństwo tego, że będzie to liczba podzielna: 


a) przez 2, b) przez 3, c) przez 2 lub 3. 


Rzucamy dwa razy kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że: 
a) iloczyn oczek, które wypadną w obydwu rzutach, będzie równy 6, 


b) w każdym rzucie liczba oczek będzie większa od numeru rzutu. 


W urnie są cztery kule oznaczone numerami 1, 2, 3 i 4. Losujemy kolejno 
cztery kule bez zwracania. Numery kul zapisane w kolejności losowania 
tworzą liczbę czterocyfrową. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że otrzy- 
mana liczba będzie: 


a) parzysta, b) większa od 1234. 


Z urny, w której znajduje się 5 kul białych i 3 czarne, losujemy kolejno 
3 kule. Czy bardziej prawdopodobne jest wylosowanie trzech kul białych 
w wypadku losowania bez zwracania, czy ze zwracaniem? 


W klasie IVa jest 8 chłopców i 12 dziewcząt, a w klasie IVb — 10 chłop- 
ców i 6 dziewcząt. Z każdej klasy wybieramy losowo jedną osobę. Oblicz 
prawdopodobieństwo tego, że będą to: 


a) dwie dziewczyny, b) dziewczyna i chłopiec. 


0=41=24 

a) A=3.2-1-.2=12,P(A)=22=3 

b) B' =1, B = 23, P(B)=3 

Losowanie bez zwracania: P(A) = Š. 4. 3 = 5 = 0,18 
Losowanie ze zwracaniem: P(B) = Š - Š - Š = 0,24 


Bardziej prawdopodobne jest przy losowaniu ze zwracaniem. 


N = 20- 16 = 320 
a) A = 12- 6 = 72, czyli P(A) = m = $ 
b) B = 12- 10 +8- 6 = 168, czyli P(B) = 168 = 23 


Zestaw Il - ćwiczeniowy 18.0 


18. Winda, w której są 3 osoby, zatrzymuje się na 5 piętrach. Oblicz prawdo- 


podobieństwo tego, że: E 5 25 

a) każda osoba wysiądzie na innym piętrze, b) B = (7) -5-4 = 60, 

b) na którymś z pięter wysiądą dokładnie 2 osoby. czyli P(B) = 55 = 35 
19. Q = 15! 


19. Losowo ustawiamy w rzędzie 7 dziewcząt i 8 chłopców. Oblicz prawdopo- 


dobieństwo tego, że: a) A = 8! - 7!, czyli 


P(A) = Š" = 0,000155 


b) B=9.71-8! = 9!- 7!, czyli 
P(B) = %7 = 0,001399 
20. Na egzaminie posadzono losowo w jednym rzędzie 10 osób, w tym dwie 20. 0ū=10! 


z jednej szkoły. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że nie siedzą one obok 


a) żaden chłopiec nie stoi obok chłopca, 
b) wszystkie dziewczęta stoją obok siebie. 


tego, że wygrywa co najmniej jeden spośród pięciu zakupionych losów. 


obi T =2.9! 
siebie. L 
P(A)=1-3r=$ 
21. Liczby 1,2,3,...,10 uporządkowano w sposób losowy. Oblicz prawdopo- 21. Q = 10! 
dobieństwo wystąpienia w tym uporządkowaniu: a) A=9-81=gl, 
a) dwójki bezpośrednio przed ósemką, b) dwójki przed ósemką. czyli P(A)= $ = 
b) P(B) =} 
22. Z grupy, w której jest 8 dziewcząt i 6 chłopców, wybieramy losowo 4 osoby. 8 M 2 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wybierzemy: 22. N z 4)= 1001 
a) 2 dziewczyny i 2 chłopców, b) 1 dziewczynę i 3 chłopców. a) A = (3)-(2) = 420, 
czyli P(A) = TT = TĘ 
23. Naloterii jest 10 losów, w tym 2 wygrywające. Oblicz prawdopodobieństwo = 846 
b) B = (0-463) = 160, 
i ) 


24. Z urny, w której jest 7 kul białych i 5 zielonych, losujemy jednocześnie 923 G= (9) = 252 
3 kule. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że wśród wylosowanych kul: = 


AE 6, 
a) przynajmniej jedna jest biała, b) jest więcej zielonych niż białych. zh r aoa 
25. W szafie są 4 pary butów. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że: T= (2)= 220 
a) losowo wybrane dwa buty są parą, e; 
e e EPE DA FO 
b) wśród losowo wybranych czterech butów jest co najmniej jedna para. w a 
czyli P(A)=1= 5% = 2 
26. Rzucono pięcioma kostkami. Oblicz prawdopodobieństwo otrzymania: b) pE ().(7) + 6) = 80 
— AŻ il Sza 4 
a) na wszystkich kostkach takiej samej liczby oczek, czyli P(B) = $0 = 4 


b) dokładnie na dwóch kostkach takiej samej liczby oczek (pary), a na a (8) = 28 „b 
trzech pozostałych kostkach — różnych liczb oczek, 3 i j 
c) dokładnie na trzech kostkach takiej samej liczby oczek (trójki), a na 
dwóch pozostałych kostkach — różnych liczb oczek, 


d) trójki i pary. B'=2*=16, 

z P(B)=1- $ = 2 
26. Q = 6”= 7776 

ATS 

b) B = (8) -6 - 5- 4- 3 = 3600, P(B) = Ž 

c) © = (8) -6-5-4= 1200, P(C) = #2 

d) D = (Ë) -6 - 5 = 300, czyli P(D) = 2, 
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$ 27. W urnie jest 7 kul białych i 8 czarnych. Losujemy z urny jedną kulę, 
= (6 a następnie drugą. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że druga kula jest 
28.0= (3) 216 


czarna, jeśli pierwsza była biała. 
B — w dwóch pierwszych rzu- J p y 


tach wypadły parzyste liczby 28 
oczek 


B = 8:3 6, P(B) = = 


. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że suma oczek otrzymanych w trzech 
rzutach kostką jest równa 10, jeśli w dwóch pierwszych rzutach wypadły 


216 parzyste liczby oczek. 
AN B = {(2, 2, 6), (2, 4, 4), 
(2,6, 2), (4, 2, 4), (4, 4,2), 29. Do dwóch szuflad wrzucamy losowo 1 kulę czarną i 5 kul białych. Oblicz 


OM prawdopodobieństwo tego, że kula czarna znajdzie się w drugiej szufladzie, 
ANB=6, P(ANB) = z5 jeśli do pierwszej zostały wrzucone dokładnie dwie kule. 


. Ze zbioru {1,2,3} wybieramy losowo jedną liczbę, a następnie rzucamy 
29. A — kula czarna w drugiej szu- 


Aadzie tyle razy kostką. Oblicz prawdopodobieństwo otrzymania dokładnie jednej 
B — do pierwszej szuflady BAR 

wrzucono dwie kule 

B-G-165 Wzór Bayesa 

AN B - w drugiej szufladzie Niech Q będzie zbiorem wszystkich wyników pewnego doświadczenia. Jeśli 
są 4 kule, w tym jedna czarna zdarzenia Bı, B2,..., Bn spełniają następujące warunki: 

AGB = 1.(5)= 10 = zawsze zachodzi przynajmniej jedno z nich (Bı U BU... U Ba =0), 
P(A|B)= 48 — 0 _ 2 u prawdopodobieństwo każdego z nich jest dodatnie, 


eo n i =a zdarzenia te parami się wykluczają, 

30. P(A)= 3:3 +3 36t ; ; ORT 

to dla dowolnego zdarzenia A C Q o dodatnim prawdopodobieństwie praw- 
dziwy jest wzór: 

P(B): P(A|Bx) 

a (B;|A) = 


P(B1)-P(A|B)+ P(Bo)-P(A|Bo)+...+P(Bn)-P(A|Bn) 


31. Zakłady Zı, Z2 i Zz wyprodukowały odpowiednio 20%, 30% i 50% pewnej 
partii towaru. Wiadomo, że wadliwe wyroby zakładu Z, stanowią 1% całej 
jego produkcji, zakładu Z» — 3%, a zakładu Z; — 5%. Oblicz prawdopo- 
dobieństwo tego, że losowo wybrany wyrób z tej partii towaru pochodzi 
z zakładu Z4, jeśli wyrób ten jest wadliwy. 


32. Rzucamy raz kostką. Jeżeli wypadnie mniej niż 5 oczek, to losujemy jedną 
kulę z pierwszej urny, która zawiera 5 kul białych i 1 kulę czarną. W prze- 
ciwnym razie losujemy jedną kulę z drugiej urny, która zawiera 6 kul bia- 
łych i 3 kule czarne. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że kula pochodzi 
z drugiej urny, jeśli jest to kula czarna. 


31. A — wyrób jest wadliwy 
Bı — wyrób pochodzi z zakładu Z, 


= 0,2-0,01 S 
P(Bı|A) 0,2-0,01 +0,3-0,03+0,5-0,05 18 


32. A — kula jest czarna 
Bə — kula pochodzi z drugiej urny 


2.3 
P(B) = <= = 
(Ba|A) = zg = 3 
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33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


36. 


37. 


38. 


39. 


Rzucamy raz kostką. Jeżeli wypadnie 6 oczek, to losujemy 2 kule z pierw- 
szej urny, która zawiera 2 kule białe i 4 kule czarne. W przeciwnym razie 
losujemy 2 kule z drugiej urny, która zawiera 3 kule białe i 3 kule czarne. 
Wylosowano dwie kule czarne. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że po- 
chodzą one z pierwszej urny. 


Prawdopodobieństwo otrzymania orła i reszki w rzucie pierwszą monetą 
jest takie samo. Dla drugiej monety prawdopodobieństwo otrzymania orła 
jest równe 3, a reszki — 3. Wykonujemy trzy rzuty losowo wybraną monetą. 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że rzucono: 


a) pierwszą monetą, jeśli wypadły dwa orły, 
b) drugą monetą, jeśli wypadły dwie reszki. 


Schemat Bernoulliego 


W schemacie n prób Bernoulliego prawdopodobieństwo otrzymania k suk- 
cesów wyraża się wzorem: 


Re = Cra da k =0 loos% 
gdzie p oznacza prawdopodobieństwo sukcesu, a q — prawdopodobieństwo 
porażki w pojedynczej próbie (q = 1 — p). 


Oblicz prawdopodobieństwo tego, że w czterech rzutach monetą: 


a) ani razu nie wypadnie orzeł, b) wypadną dokładnie 3 orły. 


Oblicz prawdopodobieństwo tego, że w dziesięciu rzutach monetą reszka 
wypadnie: 


a) dokładnie 3 razy, b) co najmniej 3 razy. 

Rzucamy sześć razy kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że liczba 
oczek mniejsza od 3 wypadnie: 

a) dokładnie 2 razy, b) co najwyżej 2 razy. 

Tomek i Romek rzucają piłką do kosza. Tomek trafia w 80% rzutów, a Ro- 


mek — w 60%. Każdy z nich wykonał po 5 rzutów. Oblicz prawdopodo- 
bieństwo tego, że piłka trafiła do kosza co najmniej 9 razy. 


. Prawdopodobieństwo tego, że Basia trafi piłką do kosza, jest równe 0,8. 


Ile co najmniej rzutów powinna wykonać, aby prawdopodobieństwo co 
najmniej jednego trafienia było większe od 0,999? 


a) Pio(3) = 20 e jk (3) = 120- TST = = 

b) Pio(k > 3) = 1— Pio(k < 3) = 1— (Pio(0) + Pio(1)+P10(2)) = 1- 56: gy = H4 
a) Ps(2) = Ę ) (3) (3) = lp 75 = ZE 

b) Polk < 2) = PORO = (5) +6-(3)-(5) +15-(3)-6) = 
Prs(4)PRs(5) + PRs(4)Prs(5) + Prs(5)PRs(5) = 

=506 .02-00/45 16 04.080806 =>" 2 0,1423 
BÓ.DST=REU=T=POST=|(—)GROZF=T=U2R 4,998 
0,2” < 0,001 

Najmniejszą liczbą naturalną spełniającą powyższą nierówność jest 5. 
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33. A — obie kule są czarne 
Bı — kule pochodzą 
z pierwszej urny 


P(B:|A) = 


T2 
6:5 
i Za ML T 
6 Ete & 


34. a) A — wypadły dwa orły 
Bı — rzucono pierwszą 
monetą 


IL. 2 
PBID oss = 8 
Z B2 2 


b) A — wypadły dwie reszki 
Bə — rzucono drugą monetą 


i ALE) 
ż 32 
REZ 


35. a) P,(0) = (4) (1 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


—E=KvEMN>1 

m == 12 

Od wszystkich możliwości 

z dokładnie jedną 5 i dwoma 7 
odejmujemy te, które mają 0 
na początku: 

6. (3)-8-8-8—1-5. (5) -8-8 = 
= 30720 — 1920 = 28800 

Q = Væ = 8010 

Suma dwóch liczb jest parzy- 
sta, jeżeli obie są parzyste lub 
obie są nieparzyste. 

A = 45 - 44 + 45 - 44 = 3960 


— 3960 _ 44 
— 8010 — 89 


(2) š () F e) = 980, 
P(B) = 7% = 57 

m= =, 

21 żarówek jest dobrych 


a) A = (2)= 210, 


P(A) = 0,7 

b) B = (2) = 6, czyli 
P(B) =1— z% = 0,98 
Q=8! 

a) A=6-3!.-5!, P(A)= à 
b) B=4.21.6!, 

P(B) 22.6! = 
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Zestaw III - podsumowujący 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


47. 


48. 


Ze zbioru liczb dwucyfrowych wybieramy losowo jedną liczbę. Oblicz praw- 
dopodobieństwo tego, że będzie to liczba podzielna przez 10 i niepodzielna 
przez 3. 


Każda z osób bawiących się na pewnym przyjęciu, wychodząc, żegnała 
się ze wszystkimi pozostałymi gośćmi uściskiem dłoni. Ile było osób na 
przyjęciu, jeżeli wymieniono 66 uścisków? 


Ile jest wszystkich liczb sześciocyfrowych, w których zapisie występuje 
dokładnie raz cyfra 5 oraz dokładnie dwa razy cyfra 7? 


Ze zbioru liczb dwucyfrowych losujemy bez zwracania dwie liczby. Oblicz 
prawdopodobieństwo tego, że suma wylosowanych liczb jest parzysta. 


Uczeń potrafi rozwiązać 10 z 20 zadań egzaminacyjnych. Losuje 3 zadania 
i jeśli rozwiąże co najmniej 2 z nich, to zda egzamin. Oblicz prawdopo- 
dobieństwo tego, że uczeń zaliczy egzamin. Jakie byłoby to prawdopodo- 
bieństwo, gdyby uczeń umiał rozwiązać 15 zadań? 


W partii 25 żarówek 16% jest uszkodzonych. Losujemy dwie żarówki. Ob- 
licz prawdopodobieństwo tego, że: 


a) obie żarówki będą dobre, 


b) przynajmniej jedna żarówka będzie dobra. 


Z cyfr liczby 12345678 tworzymy liczby ośmiocyfrowe, w których zapisie 
cyfry się nie powtarzają. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że: 
a) cyfry 1, 2 i 3 znajdują się obok siebie w dowolnej kolejności, 


b) pomiędzy cyframi 1 i 2 znajdują się dokładnie trzy cyfry. 


Ze zbioru f—2, —1,0,1,2) losujemy kolejno dwie liczby bez zwracania 
i wstawiamy je odpowiednio w miejsce współczynników a i b do wzoru 
funkcji f(x) = aa” + ba + 1. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że: 

a) funkcja f jest rosnąca w zbiorze R, 

b) wykres funkcji f jest symetryczny względem osi OY, 

c) wykres funkcji f jest symetryczny względem prostej z = 1. 


Na pierwszej loterii jest n losów, w tym 1 wygrywający, a na drugiej jest 2n 
losów, w tym 2 wygrywające. Sprawdź, czy prawdopodobieństwo wygrania 
na obu loteriach jest jednakowe, gdy kupujemy: a) 1 los, b) 2 losy. 


a = 0, b > 0, czyli A = {(0, 1), (0,2)}, P(A = $ = 5 

b) b= 0, czyli B=4.1=4,P(B)==1 

Tw = -Ż = l, czyli C = {(1, —2), (—1,2)}, P(C) = = 5 
P(L) = }, P(L)= å = 4 


n? 


zatem prawdopodobieństwo jest jednakowe. 


bT = 6 T =n- 1, P) 


M = (3) = (2n— 1)n, Ia = B CT) + 6) = n —3, P) = zg= 
PUJ = 2. ree D = m > 1, czyli P(I4) > P(L2) 


Prawdopodobieństwo na pierwszej loterii jest większe. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


54. 


55. 
56. 


57. 


W sklepie jest n sztuk pewnego wyrobu, w tym 30% sztuk pierwszego 
gatunku i 70% — drugiego. Na opakowaniach tego wyrobu nie podano jed- 
nak informacji o gatunku. Prawdopodobieństwo tego, że druga sprzedana 
sztuka będzie pierwszego gatunku, pod warunkiem, że pierwsza sprzedana 


sztuka będzie też pierwszego gatunku, wynosi 2, Oblicz n. 


Rzucamy trzy razy kostką. Oblicz prawdopodobieństwo tego, że za trzecim 
razem wypadła szóstka, jeśli: 


a) iloczyn otrzymanych oczek jest liczbą podzielną przez 3, 
b) suma otrzymanych oczek jest równa 12, 


c) suma otrzymanych oczek przy dzieleniu przez 3 daje resztę 1. 


Z urny zawierającej 4 kule białe i 2 czarne losujemy 1 kulę i wkładamy ją 
do drugiej urny zawierającej 3 kule białe i 5 czarnych. Oblicz prawdopo- 
dobieństwo tego, że kula wylosowana z drugiej urny będzie czarna. 


Z urny, w której znajdują się 3 kule białe i 5 czarnych, losujemy jedną 
kulę, zwracamy ją do urny i dorzucamy 2 kule koloru wylosowanej kuli. 
Następnie losujemy jeszcze jedną kulę. Oblicz prawdopodobieństwo tego, 
że dwie wylosowane kule są takiego samego koloru. 


Ze zbioru f1,2,3,...,50) wybieramy losowo jedną liczbę, a następnie z po- 
zostałych losujemy jeszcze dwie liczby. Oblicz prawdopodobieństwo wylo- 
sowania za drugim razem dwóch liczb parzystych. 


W dwóch urnach, w których są po 4 kule czarne, rozmieszczamy dodatkowo 
6 kul białych. Następnie z losowo wybranej urny losujemy jedną kulę. Jak 
rozmieścić białe kule w urnach, aby prawdopodobieństwo wylosowania kuli 
białej było największe? Oblicz to prawdopodobieństwo. 


Student z 2n pytań (n > 1) losuje na egzaminie 2 pytania. Jeżeli odpowie 
na nie dobrze — zdaje egzamin, jeżeli odpowie na każde źle — nie zdaje 
egzaminu. W przypadku jednej złej odpowiedzi wyciąga dodatkowe pyta- 
nie i jeżeli odpowie poprawnie, zda egzamin. Oblicz prawdopodobieństwo 
tego, że student zda egzamin, jeżeli umie odpowiedzieć na n pytań. 


W rzucie niesymetryczną kostką prawdopodobieństwo uzyskania co naj- 
wyżej czterech oczek jest równe 0,6, a co najmniej czterech oczek — 0,8. 
Oblicz prawdopodobieństwo uzyskania czterech oczek w rzucie tą kostką. 


Niech A, B C Q. Oblicz P(A|B), jeśli wiadomo, że P(A) = 3, P(B’) = 4 
oraz P(B|A) = 4. 

x — liczba białych kul w pierwszej urnie, z € £0,1,2,...,6) 

= zo l 6=0 _ a aai 28 

P(A) 3 a | 2  4+6-0 «2—6«—40 | «2—6«—40 

P(A) jest największe, gdy x? — 6x — 40 jest najmniejsze, czyli dla z = -£ = 
Wtedy P(A) =1— z = >. 

n n— IL Ti n n— e m-i ; 1 n se n>l | n N 

AOE 2m a om 2m- e, 2 zh wsl "2 wan 5 (== | >=) 2 


A — wyrzucono co najwyżej 4 oczka, B — wyrzucono co najmniej 4 oczka, 
AN B — wyrzucono 4 oczka 


P(AUB) =P(A) + P(B) — PANE) 
1 = 0,6 + 0,8 — P(A N B), zatem P(AN B) = 0,4 


P(B|A) = P = ao = 1, czyli P(ANB) = Ż 
_ P(AnB) 8 4 
AEG =p 
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49. 


50. 


51. 
52. 
53. 


A — druga sztuka jest 
pierwszego gatunku 

B — pierwsza sztuka jest 
pierwszego gatunku 


P(B) = 0,3, 
P(ANB) = 0,3. SB 
P( AQB 

P(A|B) = SB) T 
2n 0,3n—1 =, 

n-l F 
m=65U 
Q = 6? = 216 


A — za trzecim razem szóstka 


w 


) B - iloczyn oczek jest licz- 
bą podzielną przez 3 


BA 


P(ANB)= 
P(A|B) = sa == 


b) B — suma otrzymanych 
oczek jest równa 12 


B = 25, P(B) = 25, 
ANB=5, P(ANB) = 3 
P(A|B) = 5 

c) B — suma otrzymanych 
oczek przy dzieleniu przez 3 
daje resztę 1 


B=, P(8)=< 


216 


6 
l 52. Go l6 
P(A)=g:gtg'55w 
=_3 a au 2 OERE 
P(A) 3 M Fa m 8 
P(A)=3:3'3+ 


T 25 24 12 
Ta D E 49 


58. P(AUB)= 


62. 


63. 


64. 


= P(A) + P(B) — P(AN B) 
3 =1+ P(B) — P(ANB), 
czyli P(B) = z + P(ANB) 
_ duma | 


= 44P(AnB) 5 
Zatem P(AN B) = $. 


|= 


a) EX =80: 4 +40: z+ 
—4 -50 = 5 [zł] 

b) 80:4 +40-7—3-p=0 
p= 60 


= 2 21 2 — 
a) EX =7-24+8-3+9-2=8 

— | 21 31 
BRER=G BEST 
+9:5+10:5=8 
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58. 


59. 


60. 


62. 


63. 


64. 


59. 


60. 


61. 


Niech A,B c Q. Oblicz P(A N B), jeśli wiadomo, że P(A) = 
P(AU B) =$ oraz P(A|B) = 


ele 


1 

z" 

a) Niech A,B c Q. Oblicz P(A N B) i P(B \ 4A), jeśli wiadomo, że 
, P(B) = È oraz AU B jest zdarzeniem pewnym. 

b) Niech A,B c Q. Oblicz P(A U B) i P(A \ B), jeśli wiadomo, że 
P(A)= 3, P(B) = 5 oraz AN B jest zdarzeniem niemożliwym. 

a) Niech A,B c Q. Oblicz P(A U B) i P(A|B), jeśli wiadomo, że 
P(A) = 4, P(B') = 4 oraz P(AUB) =. 

b) Niech A, B c Q. Oblicz P(A'|B), jeśli wiadomo, że A UB jest zdarze- 
niem pewnym oraz P(A) = P(B) = 3P(AN B). 


Dane są zdarzenia A, B C Q takie, że P(B) > 0. Wykaż, że: 


P(A)+P(B)-1 
Niech X będzie zmienną losową o wartościach £1, £2, ..., x, przyjmo- 
wanych z prawdopodobieństwami odpowiednio p;, P2, ..., pn. Wartością 


oczekiwaną zmiennej X nazywamy liczbę: 
EX = Tıp, + Tąp2 +... + TnPn 


Grę nazywamy sprawiedliwą, jeśli jej wartość oczekiwana jest równa 0. 


Pewna gra polega na dwóch rzutach monetą. Jeśli wypadną dwa orły, to 
wygrywamy 80 zł, jeśli dwie reszki — wygrywamy 40 zł. W pozostałych 
przypadkach przegrywamy p zł. 

a) Oblicz wartość oczekiwaną tej gry dla p = 50. 


b) Dla jakiej wartości p gra jest sprawiedliwa? 


Pewna gra polega na rzucie dwiema kostkami i dodaniu liczby wyrzuconych 
oczek. Jeśli otrzymamy co najmniej 10 oczek, to wygrywamy «z zł, jeśli 
otrzymamy 7 oczek, to wygrywamy 22 zł. W pozostałych przypadkach 
przegrywamy 36 zł. Dla jakiej wartości x gra jest sprawiedliwa? 


Spośród liczb 3, 4 i 5 losujemy dwie. Zmienna losowa X przyporządkowuje 
każdej parze liczb jej sumę. Oblicz wartość oczekiwaną zmiennej X, jeśli 
losujemy: 


a) bez zwracania, b) ze zwracaniem. 


a) P(ANB) = P(Aj+ P(B) = PAUB) 
P(B|A) =P(B)-P(ANB)=3-53=3 
b) P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) 
P(A|B) = P(A) — P(AN B) = 3 
a) P(AN B) = P(A) + P(B) — P(AUB) = 
P(A NB) = P(B) — P(ANB) = $ 

P(A UB) = P(A') + P(B) - P(A' N B) = 4, P(A|B) = cuż = 

b) P(AU B) = 1 = P(A) + P(B) — P(AN B) =5P(ANB), czyli P(AN B) = 4 
P(A'N B) = P(B) — P(AN B) = 2P(AN B) = 2 

Bol SEGA a 


NI 
| 


| 


II 
wi 
f 
T 
sl 
| 
=) 
II 
Glo 


ole 


P(B) 34 3 
A A)+ -P(A A = 
P(A|B) = Hz = PARE OR > AŻ, bo P(AU B) € (0;1) 


5.14. Statystyka 


Średnią arytmetyczną n liczb £1, 12,...,1, nazywamy liczbę: 
F= ar r ooo r 


n 


Srednia ważona n liczb 1,,%o,...,1,, którym przypisano odpowiednio 
wagi w1, W2,..., Wn, będące liczbami dodatnimi, jest równa: 


w1c1 FW2T2 +... +WnTn 
wyi + W2 +... + Wn 


Medianą uporządkowanego w kolejności niemalejącej zbioru n liczb: 

Ti Ś To Ś T3 4... XU, jest: 

a dla n nieparzystych: x aji — wartość środkowa, 

a dla n parzystych: (Tą +51) — Średnia arytmetyczna dwóch sąsiednich 
wartości środkowych. 


Dominanta (wartość modalna, moda) jest wartością, która występuje wśród 
danych najczęściej. 


Wariancją n liczb £1, %9,...,«, o średniej arytmetycznej Z jest liczba: 
>= (£z1-7)? + (wa ze Eoln =" EA (r)? 


Odchylenie standardowe o jest pierwiastkiem kwadratowym z wariancji. 


Zestaw | - wprowadzający 


1. Oblicz średnią arytmetyczną, medianę i dominantę danych liczb. 
a) 4, 3, 1, 10, 10, 13, 8, 10, 4 c) 3, 2, 8, 9, 4, 10, 14, 3 
b) 2, 2, 4,4, 2, 6, 6, 4, 2, 2, 10 d) 16, 8, 8, 0, 8, 8, 14, 2 


2. Pewna firma ma cztery oddziały. Na dia- 
gramie przedstawiono, jaki procent osób 
pracuje w poszczególnych oddziałach i ja- 
kie są w nich średnie zarobki. Oblicz śred- 
nią zarobków w tej firmie. 


5000 zł / 4500 zł 


3. W pewnej szkole są trzy klasy drugie liczące kolejno 21, 23 i 23 uczniów. 
Średni wzrost uczniów w pierwszej z nich jest równy 172 cm, w drugiej — 
174 cm, w trzeciej — 170 cm. Oblicz średni wzrost wszystkich uczniów klas 
drugich. 


= 0,1 - 6000 + O, 15 - 4000 + 0,3 - 4500 + 0, 45 - 5000 = 4800 [zł] 


2.2 
— _ 21-172+23-174+23-170 _ 11524 _ 
3. © 21423423 67 172 [em] 


z 


w 
= — 


a 
~ 


2 
= 


al 8I 8l 8I 


II 


I 
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5. x — ocena Ani 
te > 3,5 
020 
Ania musi dostać co naj- 
mniej 3. 
6. x — liczba wyrzuconych 2 


y — liczba wyrzuconych 3 


64 + 2x +3y =4 
15+z+y © 


skąd 2x + y = 4 

Ponieważ z i y są liczbami pa- 
rzystymi, z = 2, y = 0 lub 
0 = (| W =4L 

Zatem wykonano 17 lub 19 
rzutów. 


7. a) 4 b) 6,1 
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Uczniom klas la i Ib zadano pytanie: „Ile pokoi ma twoje mieszkanie?”. 
Wyniki ankiety przedstawiono na poniższych diagramach. Oblicz średnią 
arytmetyczną, medianę i dominantę zebranych danych dla: 


a) klasy Ia, b) klasy Ib, c) obu klas razem. 
la Ib 
liczba uczniów liczba uczniów 
9 9 
8 8 
T T 
6 6 
5 5 
4 P 4 BET 
3 3 EA 
2 2 
1 g 1 
2 3 4 5 2 3 4 5 


liczba pokoi liczba pokoi 


Pewien nauczyciel, aby wystawić oceny na półrocze, oblicza średnią aryt- 
metyczną wszystkich ocen, a następnie zaokrągla wynik do liczby całkowi- 
tej. Oceny Ani to 5, 3, 4, 4, 4, 2 i 3. Jaką najniższą ocenę musi dostać Ania 
z ostatniego sprawdzianu, żeby na koniec semestru mieć ocenę dobrą? 


Wykonano serię rzutów kostką — średnia liczba Gb rzutów 


otrzymanych oczek jest równa 4. Na diagramie 
przedstawiono, ile razy wypadły poszczególne licz- 
by oczek, ale pominięto informację, ile razy wypa- 
dły 2 oraz 3 oczka — wiadomo, że każdy z tych 


HE VW A OTO 


wyników wyrzucono parzystą liczbę razy. Ile rzu- 


; a 123456 
tów wykonano podczas tej serii? liczba oczek 


W tabeli podane są liczby i odpowiadające im wagi. Oblicz średnią ważoną 
tych liczb. 


a) Liczba 2 | 3 |5 10 b) Liczba | 9 2 6 8&8 16 


Waga 4 5 1 2 Waga | 0,2 0,4 0,25 0,05 0,1 


Ocena wystawiana na półrocze przez pewnego nauczyciela jest średnią wa- 
żoną (zaokrągloną do liczby całkowitej) ze średnich arytmetycznych ocen 
z prac klasowych, sprawdzianów i pracy na lekcji — z wagami odpowiednio 
0,5, 0,3 i 0,2. Oceny Kuby z prac klasowych to 5, 4, 2, ze sprawdzianów — 4, 
3, 3, 5, 2i za pracę na lekcji — 4, 3. Jaką ocenę otrzyma Kuba na półrocze? 


0,5. 5+4+2 10,3. 4+8+3+5+2 | 9.448 


0,5+0,3+0,2 = 3,55 


Kuba otrzyma 4. 


10. 


11. 


11. 


Na wykresach poniżej podano zużycie wody w kolejnych miesiącach przez 
rodziny Kowalskich i Nowaków. Sprawdź, czy średnie miesięczne zużycie 
wody w obu rodzinach jest takie samo. Oblicz odchylenie standardowe 
miesięcznego zużycia wody dla: 


a) rodziny Kowalskich, b) rodziny Nowaków, c) obu rodzin razem. 
Rodzina Kowalskich Rodzina Nowaków 
zużycie wody [m] zużycie wody [m] 
16 
14 
12 
10 
8 ; 
6 
4 
2 
123 456 7 8 9 101112 123 456 7 8 9 101112 
miesiąc miesiąc 


Na diagramach podano wyniki sprawdzianu w trzech klasach w pewnym 
liceum. Oblicz średnią ocen ze sprawdzianu w każdej klasie. W której z nich 
odchylenie standardowe ocen jest największe? 
IVa IVb IVc 
liczba uczniów liczba uczniów liczba uczniów 


EWG A O O W 
EWG A O O W 
-E-WW AUO W 


123 4 5 6 12 3 4 5 6 12 3 4 5 6 
ocena ocena ocena 


Pewna firma ma dwa oddziały. W oddziale I pracuje 20% osób zatrudnio- 
nych w tej firmie, pozostałe osoby pracują w oddziale II. Średnie zarobki 
w oddziale I wynoszą 6000 zł, w oddziale II — 4000 zł, natomiast odchy- 
lenia standardowe są równe odpowiednio 1000 zł i 200 zł. Oblicz średnią 
i odchylenie standardowe zarobków dla całej firmy. 


T = 0,2 - 6000 + 0,8 - 4000 = 4400 [zł] 


N — liczba wszystkich pracowników 


3N 


2— Zit+za _ 60002 = 10002, stąd Zit% — 7400000 
Gil 0,2N „ EQ wy 0 = 
oj, = ttti _ 4000? = 2002, stąd Hm — 12832000 
©2+...+a2 ry? +...Łyż 
gł = 1 AR _ (z)? = 872000 
o m 933,8 zł 


10. Za = 4, Ga ~ 1,08, To = 4, 
0% £ 1,1T, Te = 4, Te £ 1,8 
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12. a) 4247s = 2, czyli S5 
2, 4, 5, 14, 14, 15, 30 
w= D= 

17+«c+y _ 
b = 


2 


czyli z +y=1l 
y= e= i 
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Zestaw Il - ćwiczeniowy 


12. 


13. 


14. 


15. 


13. 


14. 
15. 


a) Średnia arytmetyczna liczb 14, 2,4, 15, 14, z, 6x jest równa 12. Oblicz z 
oraz wyznacz medianę i dominantę tych liczb. 


b) Średnia arytmetyczna liczb 3, 1, 2,5,6,z,y jest równa 4. Oblicz x i y, 
jeśli wiadomo, że dominanta tych liczb jest równa 1 oraz z > y. 


Pewna firma zatrudnia 120 osób w czterech oddziałach znajdujących się 
w różnych miastach. Średnie miesięczne wynagrodzenie w I oddziale wy- 
nosi 4400 zł, w II — 4800 zł, w III — 4200 zł, w IV — 6000 zł. Na diagramie 
poniżej został podany procentowy rozkład zatrudnienia w poszczególnych 
oddziałach. 10% 


a) Oblicz średnie miesięczne wynagrodze- 
nie w tej firmie. 

b) Jak zmieni się średnie miesięczne wyna- 
grodzenie w tej firmie, jeśli w I oddziale 
zatrudnienie zmniejszy się o 25%, a śred- 
nia zarobków w tym oddziale nie ulegnie 
zmianie? 20% 


W pewnej firmie 20% pracowników zarabia średnio miesięcznie 7 tysięcy 
złotych. Srednia płaca pozostałych pracowników tej firmy wynosi 4,5 ty- 
siąca złotych. Oblicz średnie miesięczne wynagrodzenie w tej firmie. 


Podczas międzyszkolnych zawodów w łyżwiarstwie figurowym dziewięciu 
sędziów przyznawało noty za technikę i prezentację programu w skali od 0,0 
do 6,0 punktów. Nota zarówno za technikę, jak i za prezentację programu 
była średnią arytmetyczną uzyskanych punktów. Jakie były końcowe noty 
dwóch par, których punktacja została podana w tabeli, jeśli końcowa nota 
była: 

a) średnią arytmetyczną noty za technikę i noty za prezentację, 


b) średnią ważoną, przy czym nota za technikę miała wagę 0,6, a nota za 
prezentację — wagę 0,4? 


technika | 5,0 5,1 50 52 55 50 53,51 56 
Para I 
prezentacja 49 50 48 52 54 49 | 5,0 48 50 


technika 60.58 59 60. 5,7 568 57/59 5,4 
Para II 
prezentacja 55 58 55 59 56 58 59 54 5,9 


a) w = 0,4 - 4400 + 0,2 - 4800 + 0,3 - 4200 + 0,1 - 6000 = 4580 [zł] 
b) Liczba zatrudnionych osób po zmniejszeniu zatrudnienia: 
I — %6, II — 24, III — 36, IV — 12 


z = 36.4400 +24 4800+ 36-4200 +12- 6000 = 4600 


Średnie wynagrodzenie w firmie zwiększy się o 20 zł. 

© = 0, 2 - 7000 + 0,8 - 4500 = 5000 [zł] 

a) Para I: technika: 5,2, prezentacja: 5,0, nota końcowa: 5,1 
Para II: technika: 5,8, prezentacja: 5,7, nota końcowa: 5,75 


0 TOBA OA = DOBO O 
b) Para I: z GEO 4 5,12, para II: z o EA 5,76 


16. 


o]17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


21. 


22. 


Oblicz średnią arytmetyczną 7, średnią arytmetyczną kwadratów z? oraz 
wariancję poniższych danych. 


a) 1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3,3 
b) 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5,5 


c) 10, 20, 30, 40, 50 
d) —2, —2, —1, —1, 0, 5, 5 


Wykaż, że jeżeli x? jest średnią arytmetyczną kwadratów liczb z4, .. 
„Yı, to średnia aryt- 


-3 Tk; 
a y? jest średnią arytmetyczną kwadratów liczb y1,... 
metyczna kwadratów wszystkich tych liczb jest równa: 
k-x2 +l- y2 
k+l 


W pewnej klasie jest 12 dziewcząt i 8 chłopców. W tabeli podano średnie 
ocen z klasówki ze statystyki w tej klasie oraz odchylenia standardowe 
(z podziałem na dziewczęta i chłopców). 


Dziewczęta Chłopcy 
Średnia ocen 4 4,2 
Odchylenie standardowe 0,9 1,5 


Oblicz średnią ocen z tej klasówki i odchylenie standardowe dla całej klasy. 
Wynik zaokrąglij do dwóch miejsc po przecinku. 


W firmie A pracuje 10 osób, a w firmie B — 20 osób. Średnie miesięczne 
wynagrodzenie w firmie A wynosi 4000 zł, a odchylenie standardowe — 
500 zł, natomiast w firmie B średnie miesięczne wynagrodzenie wynosi 
5000 zł, a odchylenie standardowe — 1000 zł. Oblicz średnie miesięczne 
wynagrodzenie oraz odchylenie standardowe dla obu firm łącznie. Wynik 
zaokrąglij do dwóch miejsc po przecinku. 


Średnie zarobki w pewnej firmie wynoszą 6000 zł, a odchylenie standar- 
dowe wynosi 500 zł. Oblicz, jak zmieni się średnie wynagrodzenie i odchy- 
lenie standardowe, jeżeli każdy z pracowników dostanie: 


a) 5% podwyżki, b) 200 zł podwyżki. 


Średnia arytmetyczna liczb z, y,2,6,6,4,3,4 jest równa 4, a odchylenie 
standardowe jest równe 1,5. Oblicz z i y, jeśli wiadomo, że z < y. 


Wśród 10 ocen z matematyki pewnego ucznia są tylko trójki i czwórki. 
Oblicz, ile jest czwórek, jeśli wiadomo, że wariancja ocen wynosi 0,16 oraz 
czwórek jest więcej niż trójek. 


BiCtU — 4, czyli y= 7 — x 

Myn a =E a czyli w” g = 29 
x£? + (7— z) = 29 

u —T7r+10=0, z=2y=5 

x — liczba 4, 10— z — liczba 3, x > 5 


2 
z 10—-z)-3+x-4 
(10- z):3? +z: 4 = 10 (016+ (2) ) 


= | (c +30)? 
9(10 16x = 1,6 4 TO 
2 


gr 10x + 16 = 0, x = 8, czyli jest 8 czwórek. 


c) + 


17. 


— 2 2 2 
6) r= 2, g? 45,0 > 
b)z=3 22-1M 0$=2 
c) Z = 30, z? = 1100, 

o? = 200 
d) T= $, z? = 84, o” =855 
TS iea FER 


I 


; 2 2 2 
WIEC LIT L HF e so SA 
= k. r? 

vi tyż+.--+yj 
l 


y = 
więc yt tyż +...+ył =l- y? 


9 


Komentarz 

W zadaniach 18-22 można wy- 
korzystać wzór z zadania 17 lub 
następujący wzór: 


o? = 


czyli zł + aż +... +u 


RZ MESA — 
= 2 = =( Je 


3n S 


= n(o* + (2)*) 


18. 


19. 


20. 


Średnia klasy: 


"A HAUA 
T= = =c 


= 1,5? + 4,2? = 19,89 
12:19 +8-1% m 
o’ = wa (2) 
—_ 12-16,81+8-19,89 3 
ESA 4,08 
= 1,3956 
o = 1,18 


10-4000 +20-5000 ~ 


T 
= 4666, 67 [zł 


Firma A: z? +... +2 = 
= 10(500? + 4000?) = 

= 162500000 

Pirma IEE gr 46 o -- o 5 
= 20(1000? + 5000*) = 

= 520000000 


2 _ 162500 000 +520 000000 | 
o 30 T 

— (x)? = 972 222,22 

o ~ 986,01 [zł] 

a) średnia i odchylenie — wzrost 
o 5%: 

odpowiednio 6300 zł i 525 zł 
b) średnia — wzrost o 200 zł: 
6200 zł, 

odchylenie bez zmian: 500 zł 
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23. 


24. 


25. 


26. 


WZAAO- ZALOZE 1 A 
= 140 + 


3 
= 1415 ~ 142 [cm] 


x, y — liczba pracowników od- 
powiednio ze stażem do 5 lat 
i ponad 5 lat 


4000x + 4900y __ 
40002 19004 — 4800 


100y = 800x 
z — 0,125 


Y 
Pracownicy z krótszym 
stażem stanowią 12,5% 
pracowników z dłuższym 


stażem. 


x — liczba pracowników 
w II oddziale 


a) 4600-2x + 5800-x __ 15000x __ 
30 30 


= 5000 [zł] 


4600 :0,6x +5800-x __ 
b) 1,6% 


= 5350 [zł] 
Mediana: 3500 zł 


P(A)= 5 


8560r _ 
1,6% 
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Zestaw Ill - podsumowujący 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


27. 


Średnia wyników w skoku wzwyż 12 uczniów wyniosła 140 cm. Dwóch 
uczniów skoczyło na wysokość 150 cm. Ile wynosiłaby średnia, gdyby sko- 
czyli oni o 10 cm wyżej? 


W pewnej firmie średnia płaca wynosi 4800 zł, przy czym średnia płaca 
pracowników ze stażem nie dłuższym niż 5 lat wynosi 4000 zł, natomiast 
tych ze stażem dłuższym — 4900 zł. Oblicz, jaki procent wszystkich pra- 
cowników stanowią pracownicy z krótszym stażem. 


Pewna firma ma dwa oddziały. Średnie miesięczne wynagrodzenie w I od- 
dziale wynosi 4600 zł, a w II — 5800 zł. Oblicz średnie miesięczne wyna- 
grodzenie w obu oddziałach razem, jeżeli wiadomo, że: 

a) I oddział zatrudnia dwa razy więcej pracowników niż II oddział, 


b) I oddział zatrudnia o 40% pracowników mniej niż II oddział. 


W tabeli podano miesięczne wynagrodzenia pracowników pewnej firmy. 
Oblicz prawdopodobieństwo tego, że losowo wybrany pracownik z tej firmy 
zarabia powyżej mediany. 


Liczba pracowników 12 6 2 2 3 


Wynagrodzenie [zł] 3000 3500 4000 5000 7000 


W klasach drugich pewnej szkoły przepro- procent uczniów 
wadzono test sprawdzający z matematyki, 50 
w którym wzięło udział 60 uczniów, w tym 


40 
20 dziewcząt. Na diagramie podano oceny 
oddzielnie w grupie dziewcząt i w grupie 30 
chłopców. 


a) Oblicz prawdopodobieństwo tego, że 
ocena losowo wybranej dziewczyny będzie 
się różniła od średniej w grupie dziew- 
cząt o więcej niż odchylenie standardowe. 
Ile wynosi to samo prawdopodobieństwo 
w grupie chłopców? 


123 4 5 6 


oc 
C] dziewczęta [|] chłopcy 


b) Wybieramy losowo dziewczynę i chłopca. Oblicz prawdopodobieństwo 
tego, że ocena dziewczyny będzie nie mniejsza od średniej w grupie dziew- 
cząt, a ocena chłopca — nie mniejsza od średniej w grupie chłopców. 


+4-2+-8-3+1-41-3:5+-1-6 => 
20 


a) Tp = 3-1 


2 .22 32 -.42 JĘŻ ufa? 
a DRE WERE 32 ~ 1,38 
_ Gldsi | W 
B= ZD — 20 
12:3-F204-4-5P416 3 
UAG) = A 4 
52 AS LAEZ .62 
go =y 2 e +4.6 42 m 0,89 


P(B) = 24t — i 
b) Q = 20-40 = 800 


A= 13. 28 = 364 


P(A) = 36% = 0,455 


*5.15. Rachunek różniczkowy 


Funkcja f: (a;b) > R jest ciągła w punkcie z € (a;b) wtedy i tylko wtedy, 
gdy istnieje granica lim f(x) oraz lim f(z) = f(xo). 

c=cg c=zcg 
Funkcję f:(a;b) R nazywamy ciągłą w przedziale otwartym (a; b), jeżeli 
jest ciągła w każdym punkcie tego przedziału. 
Funkcję f:(a;b) + R nazywamy ciągłą w przedziale domkniętym (a; b), 
jeżeli jest ciągła w przedziale (a; b) oraz: 


lm f(z) = f(a) i lim f(z) = f(0) 


Twierdzenie o przyjmowaniu wartości pośrednich 
Jeśli funkcja f: (a;b) — R jest ciągła oraz f(a) £ f(b), to funkcja ta przyj- 
muje w przedziale (a;b) każdą wartość liczbową p znajdującą się między 


liczbami f(a) i f(b). 
Powyższe twierdzenie mówi, że funkcja ciągła ma własność Darboux. 


Z twierdzenia o przyjmowaniu wartości pośrednich wynika, że jeśli funkcja 
f: (a;b) + R jest ciągła oraz: 

f(a) <0, f(b)>0 lub f(a) >0, f(b) <0 
to istnieje przynajmniej jeden argument c € (a;b) taki, że f(c) = 0. 
Twierdzenie Weierstrassa 
Jeśli funkcja f: (a;b) — R jest ciągła, to w pewnym punkcie tego prze- 
działu funkcja ta przyjmuje wartość największą oraz w pewnym punkcie 
tego przedziału przyjmuje wartość najmniejszą. 


Zestaw | - wprowadzający 


1. Oblicz granicę. 
à 3—9 : 14-1 A -z2 +4g-3 
lim Ž d) lim lim ———— 
a) a>4 4c-5 ) a>] 3-0 8) 1-3 «2—5a+6 
a z3-1 y z? —3q —4 xr? +xr-2 
bi ii e ET b in Tae 
à z2—4 . z2—9 . «3 —3q—2 
c) lim 2-4 f) lim x2—xr—6 i) ar 2x3 ++3x2—1 
2. Oblicz granicę. 
a -3 A l1—vy4-zr x y2—x-1 
lim v28 b) lim ——— c) lim ——— 
a) c—9 c-9 ) «3 3-0 ) c>l 2-—YV5—0 
E 2 6 i 
2. a) lim gyf/sra) — LI Gover) T 6 
-n ZEDJERZED)| A -3+0 = 
b) lim "Gaya T IM -C3Ta)A+VF 2) 2 
: v2-x-1 2+v5-x v2-r+1\_ ļ; 1-x 2+v5-r\ __ 
c) lim (5% | 2+vB-0 | wers) lim (5 j E 2 


sz N 
— 
H o 


oae 
L 
R e 


eh 
— - 


UOD 00| OT 


—12+40—3 z 


SĘ «2-5x+-6 


+ =(2=3)(z=1) 
= lim (c=3) (6-2) w -2 


wm 
S 
Hiz 


6 z2+c-2 
PEB, ae 


= (£+2) (x-1) 


ah (EPE a 

l 

4 

ij lim 2 — 
maj 2x3+3«2-—1 

L FE (z+1)?(5—2) _ 
lm ee y = | 
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3. a) -3 b) 4 c)0 3. Oblicz granicę. 
d) =œ e) co f) —oo a) lim 8 AE c) lim SL e) lim(a* — 8r? — 9x) 
4. a) 00 b), c), d), e), f) —00 FR | ——00 "ea £—o00 
5.0) i J6) = ZN "NECZCZE 
e RE CDI 4. Oblicz granicę. 
li = ii ij=1 im — im 2-2 i : 
wa o "aa s= W e c= ©) p a7-a=3 
ab RE b) lim — d) lim 74 Poi > E== 
Funkcja f jest ciągła. zobo gagra WATSRESTE 
b) lim f(x) = 5. Zbadaj ciągłość funkcji f. 
zl" 
«+1 dlaz>0 2 
= lim (-+1)=0 TOR p b) fa)=f = Tar>i 
a —x1+1 dlaxz<0 —1+1 dlaz<l 


lim f(z)= lim )=2 
c—1+ cm—1+ 

lim f(x) # lim f(x) 
c—1- cm—1+ 


Funkcja f nie jest ciągła. 


6. Dla jakich wartości parametrów a i b funkcja f jest ciągła? 
a—x dlaz<l 1”+a dlaz<2 


SZ 28 a) f(x) = K dagz=1 b) f(£) = A dlar=2 
m—1l- TSL dla z > 1 z5 dlaz >2 
lim (a OS 340 
a, SPR 7. Wyznacz punkty, w których funkcja f nie jest ciągła. 


2-4 
EA: > dla z € R \ {—2, 2} 1-7 dlaz<2 
i =4 
) lim (a*+a)=4+a ae l dla r = 2 b) (2) = zm dla2<z<7 
z” + 
ze > 
-1 dlar=2 z dama 
4 
8. Dla jakiej wartości parametru a funkcja f jest ciągła? Naszkicuj wykres 
7. tej funkcji i z wykresu odczytaj jej ekstrema lokalne. 
8. az+1l dlac<0 2a7+az dla z < —1 
a) f(z) = a dla z = 0 b) f(x -| ää 
SĘ = 
(x-a) dlaz>0 >. SASZ 


9. Wykaż, że funkcja f ma w podanym przedziale co najmniej jedno miejsce 
EJ zerowe. 
X a) f(x) = xr? — 5x? + Ta — 7log z, (1;4) b) f(x) = = 37%, (—1;1) 


c+2 


10. Wykaż, że równanie ma w podanym przedziale co najmniej jedno rozwią- 


p zanie. 
maksimum: f(0)= 1, a) a —30+1=0, (0;1) b) —z*+4x:+3=0, (1;2) 
minimum: f(1) =0 


b) lim f(x)=2—a 
c—-17 


im (5) =a+1 


11. Wyznacz przybliżone rozwiązanie równania z dokładnością do L, 
a) 3 +4x—1=0 b) 13 +2x+1=0 


9. a) Funkcja f jest ciągła w przedziale (1;4) oraz f(1) = 3 > 0 i f(4) =-2<0. 
Zatem na podstawie twierdzenia o przyjmowaniu wartości pośrednich funkcja f ma 
miejsce zerowe w przedziale (1; 4). 
10. Korzystamy z twierdzenia o przyjmowaniu wartości pośrednich. 

a) Niech f(x) = z? — 3x + 1. Wówczas f(0) = 1 > 0 oraz f(1) = —1 < 0. Funkcja f 

jest ciągła, więc ma miejsce zerowe w przedziale (0; 1). 

Zatem równanie x? — 3x +1 = 0 ma co najmniej jedno rozwiązanie w tym przedziale. 
IKL5) Os EG= 1, O0=E"T<N W=dz>t 

Niech zo będzie miejscem zerowym funkcji f. 

Funkcja f jest ciągła, więc zo € (0; 1). 

/(3) = 15 > 0, więc zo € (0; 5) 

To Z 2 — błąd jest mniejszy od 2 
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Jeżeli istnieje skończona granica: 

cacy  T-20 
to granicę tę nazywamy pochodną funkcji f w punkcie zo i oznaczamy 
f' (zo). Mówimy wówczas, że funkcja f jest różniczkowalna w punkcie zo. 
Pochodna f'(x9) funkcji f w punkcie zo jest równa tangensowi kąta, jaki 
styczna do wykresu funkcji f w punkcie Py(zg, f(£o)) tworzy z osią OX. 


Jeśli funkcja f jest różniczkowalna w punkcie zg, to styczna do wykresu 
tej funkcji w punkcie (zg, f(xo)) ma równanie: 


y — f (zo) = f'(£o)(£ — zo) 12. a) f(1) = lim LÓEO — 
Jeśli funkcje f i g są różniczkowalne w punkcie z, to: = lim sdi 2 — e z! — 
u (c: f(1)) = c- f'(x), gdzie c jest dowolną stałą = lim(z + 1) = 2 
= (f(x) + g(x)) = f'(z) + g'(z) b) (4) = lim #240 — 
= (f(z) — g(2)) = f'(x) — g (z) e. 
= lim = 
- (GG) -9(2)) = Fa) Ila) + Fa) - 90) aa 
= jim ŚĆ = 
f=) F'(z)-g(x)- f(x)g'(x) gą 9-4 
ko) % C = jim Że+0fe-0) _ 
c—4 Se 
= (g(f(z))' =g(f(2)) : F(x) = lim(22 + 8) = 16 
Pochodne niektórych funkcji l 5 F'(2) = lim to- je J 
(c) = 0, gdzie c — stała (>) = = x EeR\{0} A 
s z lim = z lim CP) 
= ii i c= c= 
(2) (VE) = zł, rE R — im zde 
EWA — r—1 T— 
(a = p n E l O o 


d) f'(1) = lim 0 = 
12. Na podstawie definicji oblicz pochodną funkcji f w punkcie zo. ae 


=R ją, D a 

a) f(x) =x? +1, o= 1 c) f(z) = >, 10=2 sh im e 

= 9z = —_2 a = jim ZE5 -1) = lim (2) = 2 
b) f(x) = 2x”, zo = 4 d) f(x) = z; To0=1 al S(8—1) | g1 

r » Gia P m Ę e 14. a) f'(x) = 6x — 4, f'(0) = —4, 

13. Sprawdź, korzystając z definicji pochodnej funkcji w punkcie, czy istnieje #a=2 

pochodna funkcji f w punkcie zo = 0. b) (a= F= 
a) f(x) = |22| b) f(x) = z|a| F0) =-3, f(1)=2 


0) Jpl=m=c Oi, 


14. Wyznacz pochodną funkcji f, a następnie oblicz f'(0) i f'(1). PO = 1, f) = —10 


a) f(x) = 3x? — 4x +6 c) fm=zw=<Ww=ów te dej se 6a 
b) f(x) = =x? + 4a? — 3x +2 d) f(x) =a7 + 2r? + 0,52? + 1 f'/(0) =0, f'(0) =12 
13. a) lim ii ZO) = lim = 2 = lim Z =2 
c—0+ c—0+ a—0+ 7 
lim i ZO = lim = = lim = = —2 
g0 æ=0 =" 
Zatem Lasi nie istnieje, czyli funkcja f(x) = |2x| nie 


ma pochodnej w punkcie zo = 0. 
b) im ZEE — |, £E= lin $ = m s=d 


c—0+ c—0+ a—0+ 7 c—0+ 
= ; 
lim RE MO) = lim EE L= p Z = lim (—2) =0 
s—07 s—0- =" c—07 


Zatem 1E_FO = (0, czyli f'(0) =0. 
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15. 


16. 


17. 


a) f'(x) = 6x +5, 
FED=—L f(22)=—7 
b) f (z) = 4a? + 3a? — 8a —4, 
F(N) =3, f'/(-2) = -8 

c) f' (1) = —20x* + 3x7 — 8a, 
FD =-9 f(-2) = —292 
d) f (z) = 4a? — 4a, 
P= f(-2) =-4 
a) Dy=Dp=R| 1-4), 


f (2) = RF 
b) D; = Dp =R\ {3} 
f' (a) =- 


c) Ds = Dy =R \ {0}, 
PO e 
d) D; = Dp =R \ {0,1}, 


F(2)=-%- er 
e) D; = Dy = R \ {-2, 2}, 
f'(©) =-=GE5H 


f) Ds =Dp =R, 


/ — 24+9«7+6 
To= S 


g) Dys = Dy =R|)|f[(-1,0), 


aG oE 
JOE (Raj 


h) D= Dp =R\ {0,4}, 


ES" he 
i) 05=5,= 
= R \ {-2, —1, 0}, 
x3 r? 
"e = CE eF 


a) Dę = (0;00), Dyr = (0;00), 
fa) = 7 

b) Df = (—00; 1) U (2; 00), 
Dp = (—00;1) U (2; 00), 
rae) =-zwrwzy i 

c) Di =R, Dp =R \ {0}, 
f'(x) = 2u(«2+1) 


/ z1+2ax2 
d) Dq=Dy=R, 


T r2 
f(z) = TEZY? Ba 
e) Ds = (0300), 
Dy — (0; o0), 
_ 16cy/5+1 


O) = ZEE 
£) Dz = (0;4) U (4; 00), 
Dy = (0; 4) u (4; oo), 


—  g-4/ax+2 
O ze ne 
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15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


18. 
19. 
20. 


21. 


Wyznacz pochodną funkcji f, a następnie oblicz f'(—1) i f'(—2). 
a) f(x) = (3x — 1)(x + 2) c) f(x) =(1—4a7)(x3 + 1) 
b) f(z) = (x? — 4)(a* + z) d) f(x) = (x +1}? (x - 1) 


Określ dziedzinę funkcji f, a następnie wyznacz jej pochodną i określ dzie- 
dzinę pochodnej. 


AJOS a) sosit 8) e)s n 
b) f(a) = 5 TOR ORE 
djassi DOs 0 Nads zyk zę 


Określ dziedzinę funkcji f, a następnie wyznacz jej pochodną i określ dzie- 


dzinę pochodnej. 
a) f(a) = V2a(a*—1) e) f(a) = VF z 
f) fa) = = 


2-0 

Oblicz miarę kąta, który styczna do wykresu funkcji f w punkcie o odcię- 
tej zo tworzy z osią OX. 

a) f(x) = 2V3xt, zy=2 


2 
b) f(x) = vör, z = 3 


2 


c) f(x) = vrt + 2r? 


d) fe) = ZE 


c) f(a) = a? -6r +, s0=3 
1 


d) f(2) = (2? — 2), zo = } 


Oblicz tangens kąta, który styczna do wykresu funkcji f w punkcie o od- 
ciętej zo tworzy z osią OX. Podaj przybliżoną miarę tego kąta. 


a) f(a) =2+3r-— >, y= 2 c) f(x) = vz? +1, £o = —1 


3 1 1 
b) f(e) = = %0= VB d) f(a) = (za? -1) so = -4 
Wyznacz równanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie o odciętej xo. 
—4 
a) f(aj=2.-3,2=—1 o) f(a) = gin 
242 
b) f(x) = x? — 6a, zo = 2 f) f(£)= uz: 0051 


c) J(a) =20+ 2, m= g) f(x) = v2a?+1, zy = -2 
d) f(e) = E, to = —4 h) f(z) = VaT Fa? FT, o= 1 


Wyznacz równania stycznych do wykresu funkcji f w punktach jej prze- 
cięcia z osią OX. 


a) f(£) = x? + 4r 


x?—1 


b) f(x) = 8x — xt PE 


c) f(x) = 


a) 60° b) 30° e) 135” d) 0° 

a) 9,84 b) 3, 48° e) —*7, 145° d) źogę, 39 
5 b)y=6r-—16 c) y= 
2_ 

C PA 2) == 1 


a) y=—4«0 
f(z) = 


2r +4 d) y =7z+19 


) 
) 


Ton i 
TORTE 
g) TOS zeza | 2). UR=5015 
z3 +r 
He- a OD Lya 


a) Pı (0,0), y = 4z; P>(—4,0), y = —40 — 16 
b) Pı (0,0), y = 8x; P>(2,0), y = —24x + 48 
c) Pı(—1,0), y = —2x — 2; P2(1,0), y = z — 3 


22. 


23. 


25. 


24 


Wyznacz równanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = zt 
a) równoległej do prostej 2x + y = 0, 

b) prostopadłej do prostej 4x + y — 1 = 0, 

c) przechodzącej przez punkt (0. -2). 


Wyznacz równanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = 
domo, że z osią OX tworzy ona kąt 150°. 


2x 


. Wykaż, że prosta o równaniu y = 2(x — 3) jest wspólną styczną wykresów 


funkcji: 
—2x7 


i g(x) = (x — 1)(x — 2)(x — 3) 


Wyznacz współrzędne punktów styczności. 


funkcji f(x) = zt +m? 


a) y = —4r c) y= -2 


Jeśli pochodna funkcji f jest dodatnia w przedziale (a;b), z wyjątkiem co 
najwyżej skończonej liczby punktów, w których przyjmuje ona wartość 0, 
to funkcja f jest w tym przedziale rosnąca. 


Jeśli pochodna funkcji f jest ujemna w przedziale (a;b), z wyjątkiem co 
najwyżej skończonej liczby punktów, w których przyjmuje ona wartość 0, 
to funkcja f jest w tym przedziale malejąca. 

Jeśli funkcja f jest rosnąca (malejąca) w przedziale (a;b) i jest ciągła 
w przedziale (a;b), to jest rosnąca (malejąca) w przedziale (a; b). 
Warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego 

Jeśli funkcja f ma pochodną w punkcie zo i osiąga w tym punkcie ekstre- 
mum, to f'(xo) = 0 (styczna do wykresu funkcji f w punkcie (zg, f (zo)) 
jest równoległa do osi OX). 

Warunek wystarczający istnienia ekstremum lokalnego 

Jeśli funkcja f ma pochodną w przedziale (a; b) i f'(x) > 0 dla z € (a; zo) 
oraz f'(x) < 0 dla z € (zo; b), to ma ona w punkcie 19 maksimum. 

Jeśli funkcja f ma pochodną w przedziale (a; b) i f'(x) < 0 dla z € (a; zo) 
oraz f'(x) > O dla z € («0;b), to ma ona w punkcie xo minimum. 


Dalej ekstrema lokalne będziemy nazywać ekstremami. 


3 


. Prosta y = 2(x — 3) przecina wykres funkcji f w punkcie (35, —3). Wyznaczamy 


równanie stycznej do wykresu funkcji f w tym punkcie. 
a a c 

fla) = ZERA, y— j(3) = P(3)(a- 2) 

y+3=2(z-5) y =2r-— 6 

Zatem y = 2(x — 3) jest styczną do wykresu funkcji f. 


Prosta y = 2(x—3) przecina wykres funkcji g w punktach (0, 0) i (3,0). Wyznaczamy 


równania stycznych do wykresu funkcji g w tych punktach. 

(6) =% = Ber g Ona g(8)=2 

y — g(3) = g(3)(z — 3), y — 0 = 2(x — 3), y = 2x — 6 

Zatem y = 2(x — 3) jest styczną do wykresu funkcji g w punkcie (3,0). 


= — 1, jeśli wia- 


Dla jakiej wartości parametru m podana prosta jest styczna do wykresu 


22. 


23. 


25. 


a) 2x3 = —2, czyli to = —1 
y = -2r — $ 


b) 2x8 = L, czyli 19 = z 


c) f'(xo) = 2x 


= 2rër — 3x0 —1 


y= 2rjz — z 

za~ =l lub roS l 

y = —2x — Š, y = 2x — Žž 
f'(zo) ZĘ tg 150° 
= -Ź. czyli zo = V3 
y="gs+3 

a) f (zo) = 426 = —4, 
czyli zo = —1 


-1-) De 
y-(1+m) = —4(x + 1) 
y=—4« -3+ m, 

czyli m = 3 

b) f'(z0) = 426 = 3, 


czyli £o = z 


y— (36 + m) = z(0— 5) 
y= 320 — ję + m, 
czyli m = zę 
c) f'(1o) = 4x9 = 0, 
czyli zo = 0 


y — (0) = f'(0)(z — 0) 


y— m = 0, czyli m = 2 
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26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


32. 


a) malejąca w (—2;4), 
rosnąca w (—00; —2) 

i w (4;00) 

b) malejąca w (—0o0; —1) 

i w (1;o0o), rosnąca w (—1; 1) 
c) malejąca w (—3;0) 

i w (0;3), rosnąca w (—00; —3) 
i w (3; oo) 

d) malejąca w (—00; —Ż) 

i w (0; $) 

rosnąca w (—5;0) i w (ż;00) 
e) malejąca w (—00;0) 

i w (1;2), 

rosnąca w (0; 1) i w (2;00) 
f) rosnąca w (—oo; —3) 

i w (—3;00) 

g) malejąca w (—00; —3) 

i 07 

rosnąca w (—3; —2), (—2; —3) 
i w (1; oo) 

h) malejąca w (3;2), 
rosnąca w (0; 3) i w (2;00) 


a) minimum: 


f(/3) = -6V3 + 1, 
maksimum: 
fY3)=6V3+1 
b) minima: 


f>v3) = f(V3) = -9, 


maksimum: f(0) = 0 


c) minimum: f(—1) = —1, 
maksimum: f(1)= 1 

d) minimum: f(2) = 4, 
maksimum: f(0) = 0 

e) maksimum: f(0) = 0 

f) minimum: f(4) = Ż 


a) F-1) = -12, /(1)=0 


a) 0 ekstremów dla a = 0, 
1 ekstremum dla a Æ 0 

b) 0 ekstremów dla a = 0, 
2 ekstrema dla a Æ 0 

c) 1 ekstremum dla a = 0, 
2 ekstrema dla a £ 0 
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Zestaw Il - ćwiczeniowy 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


31. 


33. 
34. 
35. 


Wyznacz przedziały monotoniczności funkcji f. 


a) f(x) = r? — 3x? — 24r +1 


4 


e) f(a) = i 


b) f(x) = —3a7 — 5x? + 30x — 1 f) f(a) = > 
e) f(a)=s+ 7 TESE 


d) f(x) = (4x? — 9)? h) f(x) = Vr? — 4a? + 4r 


Wyznacz ekstrema funkcji f. 
a) f(a)=a*—%+1 c) f(a) = z e) f(2) = + 253 
b) ffaj=at—6aż d) f(a)= 1) f(a) = + gp 


Wyznacz największą i najmniejszą wartość funkcji f w danym przedziale. 
2_ 
a) laj =a*—6a* +56 -1,(-12) e) f(a)= ET 
4 3 - 8 
PORZE 4 + z 2x? — 3x, (0; 3) d) f(x) = L (—1; 4) 


Wyznacz najmniejszą wartość funkcji f. 
a) f(x) = 3x4 + (3x — 6)“ 

b) f(x) = Vx? -2% +3 

Wyznacz zbiór wartości funkcji f. 


a) f(2)=22? -1t b) f(z) = RE c) f(a) = SR 


Określ liczbę pierwiastków równania w zależności od parametru a. 
b) zt —4a”+3=a 


—B 1 4 
e) J(e)=+tzlttl) 
xt — 2r? +2 


a) 2x? —61=a 


Określ liczbę ekstremów funkcji f w zależności od parametru a. 
a) f(u)=aa”+xz—2 b) f(x) = r? + az? —1 c) f(x) = ar? —a? 


Dla jakiego x > 0 wyrażenie x? + 2y przyjmuje najmniejszą wartość, jeśli 
wiadomo, że 6x + y — 1 = 0? Oblicz tę wartość. 


Dla jakich z i y wyrażenie z* + y? przyjmuje najmniejszą wartość, jeśli 
wiadomo, że z + y + 3 = 0? Oblicz tę wartość. 


Jakie wymiary powinien mieć prostokąt o polu równym 18, aby jego obwód 
był najmniejszy? 


a) 1 pierwiastek 

dla a € (—00; —4) U (4; 00), 

2 pierwiastki dla a € f—4, 4}, 

3 pierwiastki dla a € (—4;4) 

b) 0 pierwiastków dla a € (—00; —1), 
2 pierwiastki dla a € {—1} U (3; 00), 
3 pierwiastki dla a = 3, 

4 pierwiastki dla a € (—1;3) 


x = 2, najmniejsza wartość: —14 
cz=—l, y = —2, najmniejsza wartość: 5 
kwadrat o boku 3v2 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


40. 


42. 


Wyznacz najmniejszą wartość sumy długości przekątnych rombu o polu 
równym 50. 


Na kole o promieniu 2 opisano trójkąt prostokątny. Wyznacz wymiary 
trójkąta, dla którego promień koła na nim opisanego jest najkrótszy. 
Jaką największą objętość może mieć graniastosłup prawidłowy, jeśli suma 
długości wszystkich jego krawędzi jest równa 36, a jego podstawą jest: 


a) trójkąt, b) czworokąt? 


Z drutu o długości 720 cm zrobiono szkielet akwarium w kształcie pro- 
stopadłościanu, którego długości krawędzi podstawy są w stosunku 1:2. 
Wyznacz wymiary akwarium o największej objętości. 


Pole powierzchni całkowitej prostopadłościanu o podstawie kwadratowej 
jest równe 24 cm”. Jakie wymiary powinien mieć ten prostopadłościan, 
aby jego objętość była największa? 

Uczeń miał rozwiązać następujące zadanie: 

„Obwód trójkąta równoramiennego jest równy 8. Dla jakiej długości boków 
trójkąta objętość bryły powstałej przez obrót tego trójkąta dookoła jego 
osi symetrii jest największa?” 


Początek rozwiązania podanego przez ucznia przedstawiono w ramce. 


Mamy 2z + 2r = 8, 

stąd z = 4 — r, gdzie r € (0; 2). 
Objętość stożka: 

V=zmh= inr? yr? — r? z 
Zatem: 

V(r) = irr? /(4 — r} — r? = inr?’ y16 — 8r 
czyli V(r) = nv16r4 — 8r5, gdzie r € (0; 2). 


Dokończ rozwiązanie zadania: 
a) analizując znak pochodnej funkcji V, 


b) rozpatrując funkcję pomocniczą f(r) = 16r* — 8r*. 


'Tworząca stożka ma długość 12. Wyznacz objętość stożka jako funkcję jego 
wysokości x i podaj dziedzinę tej funkcji. Dla jakiej wartości x objętość 
stożka jest największa? 


x — długość krawędzi podstawy, h — wysokość prostopadłościanu 
P, = 2%? + 4h = 24, stąd h = —5 + Ê, gdzie z € (0;2V3) 

V(2) = 27(-3 + 5) = — © + 6z, V'(«) = — 3 +6 

V'(x) > 0 dla x € (0;2) 

V'(x) < 0 dla z € (2; 2V3) 

Zatem funkcja V w punkcie zo = 2 przyjmuje wartość największą. 
Największą objętość ma sześcian o krawędzi 2 cm. 

a? tr =12, czyli r” = 144 — a”, gdzie x € (0; 12) 

V(x) = zn(144 — x°) = — gra” + 48rz, D = (0; 12), V'(z) = —ra” + 48m 
V'(x) > 0 dla z € (0; 4v3) 

V'(x) < 0 dla z € (4V3; 12) 

Funkcja V w punkcie zo = 4V3 przyjmuje wartość największą. 


36. 
37. 
38. 


39. 


41. 


20 

4+2y2, 4+ 2V2, 4+ 4V2 

x — długość krawędzi podsta- 
wy, h — wysokość graniasto- 
słupa 

a) V = =h 

6x + 3h = 36, 

skąd h = 12 — 2x, x € (0; 6) 
V(x) = 248(12 — 22) = 

= 3V3r — ai 

V' (z) = 6V3r — 222 

V'(x) > 0 dla z € (0;4) 

V'(x) < O dla z € (4;6) 

V(4) = 16/3 

b)V=ah 

8x + 4h = 36, 

skąd h = 9 — 22, 

z € (0;45) 

V(«) = 9x7 — 2a? 

V'(«) = 6x(3 — z) 

V'(z) > O dla z € (0;3) 

V'(z) < 0 dla x € (3;44) 
MOR 

x — długość krawędzi podsta- 
wy, h — wysokość prostopadło- 
ścianu 

12x + 4h = 720, 

stąd h = 180 — 3x, 

gdzie z € (0;60) 

V (x) = 2a7(180 — 3x) = 

= —62* + 360x? 
V'(©) = —18x? 
= —18x(« + 40) 
V'(«) > O dla z € (0;40) 
V'(x) < 0 dla z € (40; 60) 
Zatem funkcja V w punkcie 
zo = 40 przyjmuje wartość 
największą. 


120x = 


Największą objętość będzie 
miało akwarium o wymiarach: 
40 cm, 80 cm, 60 cm. 


54 24,30 
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43. 


44. 
45. 


46. 


47. 


48. 
49. 
50. 


EEEE 304 


—3(2z+1 
f (z) = etp 


aas = $, czyli f'(£o) = —9 
G Der — 310 +1) =0 
mo sS 


(WADE 
y-3=—9(z— 1) 
y = —9r + 12 


y=gx-2,y=50+2, ni 


z2 B 
Pe = "ganz" 
f (10) = 4 i zo > 0, 
więc £o = 1 
> T 
J (0) = cos 2a- Z 


l=2em" a 


= 


I 
v 
e 
=) 
Q 

| 
el 


i 5 = 
z SIN a 

3 = 
= 
sina = —3 lub sin a = 
Jeśli a € (0; r), to a= 


lub a = gr. 


2sin* a + 3 sin a — 


ola NIE O Al 


f'(x) = x oraz g'(z) = — +5 


Styczne w punkcie zo są pro- 
stopadłe, gdy: 

f (z0)g (10) = —1, czyli 

dkg = l 

Wykresy funkcji f i g przeci- 
nają się w punkcie zo, gdy 
41° +a = 4, czyli a = ż. 
A(1,2), B(5,10), 

y = —3xr +15 

a= 3 b=? 

y= -fr +8, P =234 
C(L, >» = 3 


5. Powtórzenie 


Zestaw III - podsumowujący 


43. 


44. 


o) 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


51. 


Wyznacz równanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = TEF i prostopa- 
dłej do prostej przechodzącej przez punkty A(9,0) i B(0, —1). 


Wykaż, że styczne do wykresu funkcji f(x) = =£, z % 3, poprowadzone 


w punktach jego przecięcia z osiami układu współrzędnych, są równoległe. 
Oblicz odległość między tymi stycznymi. 


Prosta o równaniu y= ir jest styczna do wykresu funkcji: 
2 
= iż 
Z T + cos 2a — z Sina 


f(z) z 3c+1 
w punkcie o dodatniej odciętej. Wyznacz a, jeśli œ € (0; m). 


Dane są funkcje f(x) = za? +a i g(x) = 3. Dla = YA 


2 
jakiej wartości parametru a styczne do wykresów 


funkcji f i g w punkcie ich przecięcia są prosto- 
padłe? 


Funkcja f(x) = SĘ (rysunek obok) w punk- 


cie A osiąga maksimum, a w punkcie B — mini- 


mum. Wyznacz współrzędne punktów Ai B oraz 
równanie prostej przechodzącej przez środek od- 
cinka AB i równoległej do stycznej do wykresu 
funkcji f w punkcie o odciętej równej 2. 


ipepe 


Punkt P(1,—2) należy do wykresu funkcji f(x) = tact, b —1. Stycz- 
na do tego wykresu poprowadzona w punkcie P jest prostopadła do prostej 


30+y+5=0. Oblicz a i b. 


Wyznacz równanie prostej przechodzącej przez punkt P(3,4) i ogranicza- 
jącej z dodatnimi półosiami układu współrzędnych trójkąt o najmniejszym 
polu. Oblicz pole tego trójkąta. 


Dany jest trójkąt o wierzchołkach A(0,0), B(6,0) i C(z,y). Wyznacz 
współrzędne punktu Č tak, aby pole trójkąta ABC było największe, je- 
śli punkt ten należy do wykresu funkcji f(x) = z oraz x € (—2;1). 
Oblicz pole tego trójkąta. 


Wyznacz współrzędne punktu P należącego do wykresu funkcji f i leżącego 
najbliżej prostej z — y + 2 = 0. 


a) f(z)=1-2* 


2 |1-290-1(1-25)+2| _ |e5+zo+1| 
To): d= e = 


a) P(xo,1 A JE 


Odległość d jest najmniejsza dla xo, w którym g(z0) = 16 + zo + 1 osiąga minimum, 
czyli dla zo = -4. 

Zatem P (—5,3). 

b) f'(x) = TI stąd EEDA = 1, czyli go = 0 lub zo =2 


P,(0,3) lub P>(2, 1) 
Sprawdzamy odległości punktów P, i Pa od prostej x — y + 2 = 0: 


- Pors A _ eaa A 
dı NZ 2 , d2 V2 2 


Zatem P(0,3). 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


60. 


52. 


W okrąg o promieniu 1 wpisano trójkąt równoramienny. Niech x oznacza 
odległość środka tego okręgu od podstawy trójkąta. Dla jakiej wartości z 
pole trójkąta jest największe? Oblicz to pole. 


Oblicz największą możliwą objętość walca, którego przekątna przekroju 
osiowego ma długość 6. 


Długość boku rombu jest równa 4. Wyznacz długości przekątnych rombu 
tak, aby objętość bryły otrzymanej z obrotu rombu wokół jednej z prze- 
kątnych była największa. 


Powierzchnia metalowego zbiornika w kształcie walca bez pokrywy wy- 
nosi 4r m?. Wyznacz wysokość pojemnika o największej objętości. 


Suma długości wszystkich krawędzi prostopadłościanu jest równa 40, a jego 
pole powierzchni całkowitej jest równe 64. Wyznacz najmniejszą możliwą 
objętość tego prostopadłościanu. 


Namiot ma kształt graniastosłupa prawidłowego trój- 
kątnego (rysunek obok). Pole powierzchni całkowitej 
namiotu (łącznie z podłogą) jest równe 18vV3 m?. Dla æ 
jakiej długości krawędzi x € (2;3), podanej w me- 


trach, objętość namiotu będzie największa? T Y 


Objętość graniastosłupa prawidłowego trójkątnego jest równa 16. Jakie 
wymiary powinien mieć ten graniastosłup, aby jego pole powierzchni cał- 
kowitej było najmniejsze? 


. Krawędź boczna ostrosłupa prawidłowego czworokątnego ma długość a. 


Wyznacz taką wysokość ostrosłupa, dla której jego objętość jest najwięk- 
sza, i uzasadnij, że kąt między przeciwległymi krawędziami bocznymi jest 


rozwarty. 
W trójkącie równoramiennym ABC (rysunek poniżej) na wysokości opusz- 
czonej z wierzchołka C obrano punkt P taki, że suma |AP|+ |BP| + |CP] 
jest najmniejsza. Oblicz długość odcinka CP. 
a) C b) C 
KR /_Ń 
A 60 B A 30 B 
Pole trójkąta: 
P(x) = į -2V1 = x? . (1 +z) = (1 + z)v1 = x? = 
= e =V=c1= 23842541 
Funkcja P osiąga wartość największą, gdy wartość 
[5 największą osiąga funkcja: 
15% f(z)==u —2«0+20+1 z € (01) 
(0-45) 300 a= 2x — 1 
y = v1 — x?, gdzie z € (0; 1) f (2) gł ) 


f (z) > 0 dla z € (0; aa RE 


Funkcja f w punkcie z = 4 przyjmuje wartość naj- 
większą. Zatem pole trójkąta jest największe dla 


=> p(t) ZE 


53. 
54. 


55. 
56. 
57. 
58. 


59. 


60. 


12y3m 

Objętość bryły jest większa, 
gdy obracamy wokół dłuższej 
przekątnej. 


4 
12=16— h>, h € (0;4) 
V(h) =2: gr(16 — h*)h = 
= —zrh” + Brh 
A A +: 


W E N 42) 
V'(h) < 0 dla h € 4) 
Zatem funkcja V w punkcie 
ho = 43 przyjmuje wartość 
oe > 
Długości przekątnych rombu: 
8V3 į 8V6 

3 3 
2 m 
32 
B=Ó m 
Krawędź podstawy: 4, 
krawędź boczna: LI 
x — krawędź podstawy 
h — wysokość ostrosłupa 
a — kąt między przeciwległy- 
mi krawędziami bocznymi 
(Gov)? + =o, 
czyli £? = 2a? — 2h?, 
0; a) 


= į (2a? — 2h*)h = 


V'(h) = —2h? + za” = 

= -2(h — Hah = Za) 
V'(h) > 0 dla h € (0; Ža) 
oraz V'(h) < 0 dla 

he (EB a) 

Zatem funkcja V przyjmuje 


wartość największą w punkcie 
ho = 93 
0 Jo 
Zauważmy, że cos ġ = q = 
= L o h=. 
A a = 120”, czyli jest ką- 
tem rozwartym. 


a) 10(3 — v3) b) 36 — 5v3 
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Indeks 


argument funkcji 201 
asymptota 
pionowa hiperboli 227 
pozioma hiperboli 227 


bryła platońska 127 
bryły 
Archimedesa 130 
podobne 151 


cechy podobieństwa trójkątów 266 
ciąg 

arytmetyczny 246 

geometryczny 246 

malejący 246 

monotoniczny 246 

niemalejący 246 

nierosnący 246 

nieskończony 246 

rosnący 246 

rozbieżny 251 

skończony 246 

stały 246 

zbieżny 251 
czasza kulista (czasza kuli) 149 
częstość zdarzeń 39 
czworościan foremny 102, 127, 128 


długość 
odcinka 257 
wektora 257 
dominanta 291 
dowód nie wprost 181 
dwudziestościan foremny 127, 128 
dwunastościan foremny 127, 128 
dwusieczna kąta wewnętrznego 
trójkąta 264 
działania 
na pierwiastkach 194 
na potęgach 194 
dziedzina funkcji 201 


ekstremum lokalne 301 


funkcja 201 


ciągła w przedziale domkniętym 297 


ciągła w przedziale otwartym 297 
ciągła w punkcie 297 
homograficzna 227 

kwadratowa 212 

liniowa 206 

logarytmiczna 241 

malejąca 201 
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funkcja 
monotoniczna 201 
niemalejąca 201 
nierosnąca 201 
rosnąca 201 
różniczkowalna w punkcie 299 
stała 201 
wykładnicza 241 

funkcje trygonometryczne 
dowolnego kąta 235 
kąta ostrego 233 
podwojonego kąta 238 
sumy i różnicy kątów 238 


gra sprawiedliwa 72, 290 

graniastosłup 91 
pochyły 91, 100 
prawidłowy 92 
prosty 91, 276 

granica ciągu 251, 252 


hiperbola 227 


igła Buffona 39 
iloczyn 
wektora przez liczbę 257 
zdarzeń 37 
iloraz ciągu geometrycznego 246 
implikacja 178 


kąt 
dwuścienny 115 
między prostą a płaszczyzną 112 
nachylenia prostej do osi OX 208 
płaski przy wierzchołku ostrosłupa 
prawidłowego 102 
rozwarcia stożka 142 
środkowy w okręgu 268 
wpisany w okręgu 268 
koło wielkie kuli 146 
kombinacje 25, 26, 31, 282 
krawędź 
boczna graniastosłupa 91 
boczna ostrosłupa 101 
podstawy graniastosłupa 91 
podstawy ostrosłupa 101 
kula 146, 276 


liczby 
całkowite 194 
naturalne 194 
niewymierne 194 
palindromiczne 24 
wymierne 194 


linia 
geodezyjna 145 
śrubowa 145 
logarytm 241 


maksimum lokalne 301 

mediana 291 

miara kąta dwuściennego 115 

miejsca zerowe funkcji kwadratowej 212 
miejsce zerowe funkcji 201 

minimum lokalne 301 

monotoniczność funkcji liniowej 206 


następnik implikacji 178 


objętość 
czworościanu foremnego 107 
graniastosłupa 97, 276 
kuli 147, 276 
ostrosłupa 105, 276 
prostopadłościanu 97, 276 
stożka 142, 277 
sześcianu 97 
walca 139, 277 
odchylenie standardowe 291 
odcinek kulisty (odcinek kuli) 149 
odległość punktu od prostej 257 
okrąg 260 
opisany na czworokącie 270 
wpisany w czworokąt 270 
okres połowicznego rozpadu 245 
okręgi 
przecinające się 267 
rozłączne wewnętrznie 267 
rozłączne zewnętrznie 267 
okręgi styczne 
wewnętrznie 267 
zewnętrznie 267 
ostrosłup 101, 276 
prawidłowy 101 
prosty 101 
oś 
stożka 141 
walca 138 
ośmiościan foremny 127, 128 


parabola 212 
paradoks Bertranda 75 
permutacje 14, 15, 31, 282 
z powtórzeniami 18 
pierwiastek 
k-krotny wielomianu 221 
wielomianu 221 
płaszczyzna styczna do kuli 146 


płaszczyzny 
przecinające się 86 
równoległe 86 
pochodna funkcji w punkcie 299 
pochodne wybranych funkcji 299 
podstawa 
graniastosłupa 91 
ostrosłupa 101 
stożka 141 
walca 138 
pole powierzchni 
bocznej stożka 141, 277 
bocznej walca 138, 277 
całkowitej graniastosłupa 91 
całkowitej ostrosłupa 101 
całkowitej stożka 141, 277 
całkowitej walca 138, 277 
kuli 147, 276 
poprzednik implikacji 178 
postać 
iloczynowa funkcji kwadratowej 212 
kanoniczna funkcji homograficznej 227 
kanoniczna funkcji kwadratowej 212 
ogólna funkcji kwadratowej 212 
potęga o wykładniku 
całkowitym 194 
wymiernym 194 
powierzchnia boczna graniastosłupa 91 
prawa de Morgana 48 
prawdopodobieństwo 44 
całkowite 55, 282 
geometryczne 75 
klasyczne 40 
różnicy zdarzeń 46 
sumy zdarzeń 46 
warunkowe 50, 282 
zdarzenia 40, 44 
zdarzenia przeciwnego 45 
proporcjonalność odwrotna 227 
prosta 
pochyła do płaszczyzny 109 
prostopadła do płaszczyzny 88 
przecinająca płaszczyznę 88 
równoległa do płaszczyzny 88 
proste 
prostopadłe 87, 206 
przecinające się 87 
równoległe 87, 206 
skośne 87 
prostopadłościan 92, 276 
próba Bernoulliego 67 
przekątna 
graniastosłupa 94 
prostopadłościanu 94, 95 
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przekrój osiowy 
stożka 142 
walca 138 
przekształcenia wykresu funkcji 202 
przestrzeń zdarzeń elementarnych 36 
punkt kratowy w układzie 
współrzędnych 231 


reguła 
dodawania 20 
mnożenia 10, 11 
romboedr 100 
rozkład 
prawdopodobieństwa 44, 49 
zmiennej losowej 71 
równanie 
kierunkowe prostej 206 
ogólne prostej 206 
okręgu 260 
różnica 
ciągu arytmetycznego 246 
wektorów 257 
zdarzeń 37 
rzut prostokątny 
figury na płaszczyznę 89 
punktu na płaszczyznę 89 


schemat 
Bernoulliego 67, 287 
klasyczny prawdopodobieństwa 40 
sfera 146 
silnia 15 
skala podobieństwa brył 151 
spodek wysokości 
ostrosłupa 101 
stożka 141 
stożek 141, 277 
styczna do wykresu funkcji 299 
suma 
n początkowych wyrazów ciągu 
arytmetycznego 246 
n początkowych wyrazów ciągu 
geometrycznego 246 
szeregu geometrycznego 253 
wektorów 257 
zdarzeń 37 
symbol Newtona 26, 27 
symetralna boku trójkąta 264 
sześcian 92, 127, 128 


ściana boczna 
graniastosłupa 91 
ostrosłupa 101 


mmm 308 Indeks 


średnia 
arytmetyczna 291 
geometryczna 182 
ważona 291 
środek 
ciężkości trójkąta 259, 264 
odcinka 257 
okręgu opisanego na trójkącie 264 
okręgu wpisanego w trójkąt 264 
środkowa trójkąta 264 


talia kart 34 
tożsamości trygonometryczne 233, 235 
trójmian kwadratowy 212 
twierdzenie 
Bózouta 221 
cosinusów 272 
o dwusiecznej kąta w trójkącie 192, 273 
o pierwiastkach całkowitych wielomianu 221 
o pierwiastkach wymiernych wielomianu 221 
o prostej prostopadłej do płaszczyzny 88 
o przyjmowaniu wartości pośrednich 297 
o reszcie 221 
o rozkładzie wielomianu 221 
o trzech ciągach 252 
o trzech prostych prostopadłych 109 
o zmianie podstawy logarytmu 243 
sinusów 272 
Talesa 266 
Weierstrassa 297 
tworząca 
stożka 141 
walca 138 


walec 138, 277 
wariacje 
bez powtórzeń 19, 20, 31, 282 
z powtórzeniami 22, 23, 31, 282 
wariancja 291 
wartość 
bezwzględna 196, 197 
oczekiwana zmiennej losowej 72, 290 
warunek 
konieczny istnienia ekstremum 301 
wystarczający istnienia ekstremum 301 
wektor przeciwny 257 
wielkości odwrotnie proporcjonalne 227 
wielokąt foremny 269 
wielomian 221 
zerowy 221 
wielościan foremny 127 
wierzchołek 
graniastosłupa 91 
ostrosłupa 101 


wierzchołek stożka 141 wysokość walca 138 


własność Darboux 297 wzory 
własności na pole trójkąta 264 
logarytmów 241 redukcyjne 235 
pochodnej funkcji 299 skróconego mnożenia 194, 199 
prawdopodobieństwa 44—46, 282 Viete'a 216 
współczynnik wzór 
kierunkowy prostej 206 Bayesa 59, 286 
proporcjonalności odwrotnej 227 Bernoulliego 67, 287 
wielomianu 221 dwumianowy Newtona 27 
współrzędne na prawdopodobieństwo całkowite 55, 282 
sferyczne 170 ogólny ciągu arytmetycznego 246 
środka odcinka 257 ogólny ciągu geometrycznego 246 
wektora 257 
wierzchołka paraboli 212 zasada Cavalieriego 154 
wykres funkcji 201 zbiór wartości funkcji 201 
cosinus 236 zdarzenia 
liniowej 206 niezależne 54 
sinus 236 rozłączne (wykluczające się) 37 
wynik sprzyjający zdarzeniu 36 zależne 54 
wyraz wolny wielomianu 221 zdarzenie 
wyróżnik trójmianu kwadratowego 212 elementarne 36 
wysokość losowe 36 
czworościanu foremnego 107 niemożliwe 36 
graniastosłupa 91 pewne 36 
ostrosłupa 101 przeciwne 37 
stożka 141 zmienna losowa 71 
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